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Grundlagen der linearen Algebra

Definition 1.2:

Sei X ein komplexer beziehungsweise reeller linearer Raum. Eine
Abbildung

Il X —R
mit den Eigenschaften
(N1) [[x]| >0 (Positivitat)
(N2) [x||=0<x=0 (Definitheit)
(N3) Jla-x|=|af-||x]] YXxeX,VaecC(bzw.R) (Homogenitét)
(N4) |Ix+yll <|x|+]yll Vx,yeX (Dreiecksungleichung)

nennt man eine Norm auf X. Ein linearer Raum X mit einer Norm heif3t
normierter Raum und wird mit (X, ||.||) bezeichnet. Falls X = C"
beziehungsweise X = R” gilt, so wird die Norm auch als Vektornorm
bezeichnet.
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Grundlagen der linearen Algebra

Definition 1.4:

Eine Folge {xx}nen von Elementen aus einem normierten Raum X
hei3t konvergent mit dem Grenzelement x € X, wenn zu jedem e > 0
eine natlrliche Zahl N = N(e) existiert, so dass

IXn—x|| <e VYn>N

gilt. Eine Folge, die nicht konvergiert, hei3t divergent.
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Grundlagen der linearen Algebra

Definition 1.6:

Zwei Normen ||.||a und ||.||p auf einem linearen Raum X heif3en
aquivalent, wenn es reelle Zahlen «, 3 > 0 gibt, so dass

o[ X[l < [[x]la < Blxllp VXX (1.1.1)

gilt. Die gréBte derartige Zahl o und die kleinste derartige Zahl 3
werden als Aquivalenzkonstanten bezeichnet.
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Grundlagen der linearen Algebra

Bemerkung 1.9:

Der Satz 1.8 ist fir die Konvergenzuntersuchungen bei
Iterationsverfahren sehr hilfreich. Sind wir in der Lage zu zeigen, dass
ein lterationsverfahren eine Vektorfolge {Xm}men aus dem R” oder
dem C" erzeugt, die in einer beliebigen Norm konvergiert, dann besagt
der Satz, dass die Folge und somit das Verfahren in jeder Norm
konvergiert und Korollar 1.7 liefert anschlieBend die Ubereinstimmung
der Grenzwerte. )
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Grundlagen der linearen Algebra

Definition 1.10
Sei X ein normierter Raum. Eine Folge {x,}nen aus X heif3t
Cauchy-Folge, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein N = N(¢) € N derart gibt,

dass
|Xn — Xm|| <e Vn,m> N

gilt.
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Grundlagen der linearen Algebra

Definition 1.10

Sei X ein normierter Raum. Eine Folge {x,}nen aus X heif3t
Cauchy-Folge, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein N = N(¢) € N derart gibt,
dass

|Xn — Xm|| <e Vn,m> N

gilt.

| A\

Definition 1.12
Eine Teilmenge V eines normierten Raumes X heif3t vollstandig, wenn
jede Cauchy-Folge aus V gegen ein Grenzelement aus V konvergiert.
Ein vollstédndiger normierter Raum heif3t Banach-Raum.
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Grundlagen der linearen Algebra

Definition 1.14

Sei X ein komplexer oder reeller linearer Raum. Eine Abbildung
(,.): XxX—C

mit den Eigenschaften

(H1) (x,x)eRf VxeX (Positivitat)
H2) (x,x)=0<x=0 (Definitheit)
(H3) (x,y)=(y,x) Vx,yecX (Symmetrie)
(H4) (ax+py,z) = a(x,2) + 3(y, 2)

vx,y,ze X a,0€C (Linearitat)

heiBt Skalarprodukt oder inneres Produkt auf X. Ein linearer Raum X
versehen mit einem Skalarprodukt hei3t Pra-Hilbert-Raum.
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Grundlagen der linearen Algebra

Definition 1.17

Seien X, Y normierte Rdume mit den Normen ||.||x beziehungsweise
II.|ly- Ein Operator A: X — Y heif3t

@ stetig an der Stelle x € X, falls flr alle Folgen {x,},cn aus X mit

ngforn—mo

Ax,,&Ax fiir n — oo

folgt.
Q stetig, falls A an allen Stellen x € X stetig ist.
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Grundlagen der linearen Algebra

Definition 1.17 (Fortsetzung)

Seien X, Y normierte Rdume mit den Normen ||.||x beziehungsweise
||l.]ly- Ein Operator A: X — Y heiB3t

@ linear, falls

A(ax + fy) = aAx + Ay VYx,y € X Ya,5 € C

gilt.
@ beschrankt, wenn A linear ist und ein C > 0 existiert, so dass

|Ax|[y < Cllx|x Vx € X

gilt. Jede Zahl C mit dieser Eigenschaft hei3t Schranke von A.
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Grundlagen der linearen Algebra

Definition 1.20:
Zu einer gegebenen Matrix

a1 ... ain
A= o : e RM™<N
am1 PR amn
heil3t
ai amt
AT _ : - : = Rxm
ain amn
die zu A transponierte Matrix.
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Grundlagen der linearen Algebra

Definition 1.22:

Zu gegebener Matrix
a1 ain
A= : e Cc™n
am1 amn
hei3t
a1 ... am
A* _ o .. 0 c Cnxm
ain amn
die zu A adjungierte Matrix.
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Grundlagen der linearen Algebra

Definition 1.23:

Eine Matrix A € C™" heif3t

@ hermitesch, falls A* = A gilt,
Q unitér, falls A*A = I gilt,
© normal, falls A*A = AA* gilt,

© ahnlich zur Matrix B € C"™", falls eine regulare Matrix C € C™"
mit B = C~ ' AC existiert,

© linke untere Dreiecksmatrix, falls a; = 0 V) > i gilt,
O rechte obere Dreiecksmatrix, falls a; =0 Vj < i gilt,
@ Diagonalmatrix, falls a; =0 Vj # i gilt.
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Grundlagen der linearen Algebra

Definition 1.26:

Sei X = R" beziehungsweise C". Eine Matrix A: X — X heif3t
@ positiv semidefinit, falls (Ax, x) > 0 flr alle x € X gilt,
@ positiv definit, falls (Ax, x) > 0 fir alle x € X\{0} gilt,
© negativ semidefinit, falls —A positiv semidefinit ist,
©Q negativ definit, falls —A positiv definit ist.
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@ positiv semidefinit, falls (Ax, x) > 0 flr alle x € X gilt,
@ positiv definit, falls (Ax, x) > 0 fir alle x € X\{0} gilt,
© negativ semidefinit, falls —A positiv semidefinit ist,
©Q negativ definit, falls —A positiv definit ist.

| A

Definition 1.27:
Ist A€ C"™"und ||.||a: C" — R eine Norm, dann bezeichnet man

|Alla:= sup ||AX|a (1.2.3)

[[x[a=1

als die von der Vektornorm induzierte Matrixnorm.
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Grundlagen der linearen Algebra

Definition 1.30:

Eine komplexe Zahl A € C heif3t Eigenwert der Matrix A € C"*", falls

ein Vektor x € C"\ {0} mit
Ax = \x

existiert. Der Vektor x heif3t Eigenvektor zum Eigenwert .
Die Menge
o (A) = {\ | Xist Eigenwert von A}

wird als Spektrum von A bezeichnet.
Die Zahl
p(A) =max{|A| | x € o(A)}

hei3t Spektralradius von A.
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Grundlagen der linearen Algebra

Korollar 1.32:

Sei A € C™" (R™") hermitesch (symmetrisch), dann existiert eine
unitare (orthogonale) Matrix U € C"™" (R"*"), derart, dass

U*AU = diag{\1,..., \p} € R™"

gilt. Hierbei stellt fir i = 1, ..., njeweils \; € R den Eigenwert der
Matrix A mit der i-ten Spalte von U als zugehérigen Eigenvektor dar.

v
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Grundlagen der linearen Algebra

Definition 1.36:
Sei A € C™" regular, dann heif3t

conda(A) == ||Al|a[|A™"||2

die Konditionszahl der Matrix A bezlglich der induzierten Matrixnorm

Il )
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Grundlagen der linearen Algebra

Definition 1.36:
Sei A € C™" regular, dann heif3t

conda(A) := || Alla A~

die Konditionszahl der Matrix A bezlglich der induzierten Matrixnorm

Il )

Seien A regulér, x die Lésung des Gleichungssystems Ax = b und
X + Ax die Lésung von A(x + Ax) = b+ Ab, dann gilt

|Ax]|
1]

|Ab]|

< cond(A)"p
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Grundlagen der linearen Algebra

Definition 1.40:

Ein Element x einer Menge D C X heif3t Fixpunkt eines Operators
F:DcX— X,falls
F(x)=x

gilt.
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Grundlagen der linearen Algebra

Definition 1.40:

Ein Element x einer Menge D C X heif3t Fixpunkt eines Operators
F:DcX— X,falls
F(x)=x

gilt.

| \

Definition 1.41
Sei X ein normierter Raum. Ein Operator

F:-DcX— X
heit kontrahierend, wenn eine Zahl 0 < g < 1 mit
[F(x) - FWI <qllx—yll Vvx,ycD

existiert. Die Zahl g hei3t Kontraktionszahl des Operators F.
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Grundlagen der linearen Algebra

Banachscher Fixpunktsatz 1.43:

Sei D eine vollstédndige Teilmenge eines normierten Raumes X und
F : D — D ein kontrahierender Operator, dann existiert genau ein
Fixpunkt x € D von F, und die durch

Xni1 = F(xp) furn=0,1,2...

gegebene Folge konvergiert fir jeden Startwert xo € D gegen x. Es
gelten zudem die a priori Fehlerabschatzung

n
1-q

und die a posteriori Fehlerabschatzung

1Xn = x|| < X1 = Xoll

q
0 = X|| < 7 1%n = Xn1l]
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Lésung linearer Gleichungssysteme

Definition 2.1:
Ein lterationsverfahren ist gegeben durch eine Abbildung

¢:C"xC"—-C"
und heiBt linear, falls Matrizen M, N € C™" derart existieren, dass

»(x,b) = Mx + Nb

gilt. Die Matrix M wird als Iterationsmatrix der lteration ¢ bezeichnet.

v
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Lésung linearer Gleichungssysteme

Beispiel 2.3:

Triviales Verfahren

m Xm 1 Xm,2 Em = ||Xm—A_1b”oo Em/Em_1
0 | 2.100e+01 | -1.900e+01 2.000e+01

10 | 8.116e-01 | 8.116e-01 1.883e-01 7.000e-01

40 | 9.999e-01 | 9.999e-01 4.244e-06 7.000e-01

70 | 1.000e-00 | 1.000e-00 9.566e-11 7.000e-01

96 | 1.000e-00 | 1.000e-00 8.881e-15 6.956e-01
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Lésung linearer Gleichungssysteme

Beispiel 2.3:

2
¢ I T T I T T I T I

0 |G—O Triviales Verfahren | o

Logarithmus des Fehlers bezogen auf die Basis 10
T

| | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Anzahl der Tterationen

Abbildung: Konvergenzverlauf log,, ¢ des trivialen Verfahrens
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Lésung linearer Gleichungssysteme

Definition 2.4:

Einen Vektor x € C" bezeichnen wir als Fixpunkt des
Iterationsverfahrens ¢ : C" x C" — C" zu b € C", falls

X = ¢(x,b)

gilt.

Andreas Meister (Universitat Kassel) Begleitmaterial Numerik | 23/49



Lésung linearer Gleichungssysteme

Definition 2.4:

Einen Vektor x € C" bezeichnen wir als Fixpunkt des
Iterationsverfahrens ¢ : C" x C" — C" zu b € C", falls

X = ¢(X,b)

gilt.

Definition 2.5:

Ein Iterationsverfahren ¢ hei3t konsistent zur Matrix A , wenn fir alle
b < C" die Lésung A~ 'b ein Fixpunkt von ¢ zu b ist, das heift

| A

A-'b=¢(A"b,b)

gilt.
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Lésung linearer Gleichungssysteme

Definition 2.8:

Ein Iterationsverfahren ¢ heif3t konvergent, wenn fiir alle b € C" und
alle Startwerte xo € C” ein vom Startwert unabhéngiger Grenzwert

x= lim xp= lim ¢(Xm_1,b)
m—oo m—oo

existiert. )
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Lésung linearer Gleichungssysteme

Definition 2.8

Ein Iterationsverfahren ¢ heif3t konvergent, wenn fiir alle b € C" und
alle Startwerte xo € C” ein vom Startwert unabhéngiger Grenzwert

x= lim x,= I|m &(Xm—1, b)

m—oo

existiert

| A

Satz 2.10

Sei ¢ ein konvergentes und zur Matrix A konsistentes lineares
lterationsverfahren, dann erflllt das Grenzelement x der Folge

Xm=¢(Xm_1,b) firm=1,2,...

fir jedes xo € C" das Gleichungssystem Ax = b.
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Lésung linearer Gleichungssysteme

Satz 2.13:

Erflillt die regulare Matrix A € C™ " mit a; #0,i=1,...,ndas starke
Zeilensummenkriterium

n

a.
Joo = Max @il _
1:1,...,nk:1 |a,-,~|
ki
oder das starke Spaltensummenkriterium
n
|aik|
‘= max <1
il k:1,..,,n,Z |a,-,-]

g .:Zn: |ak] 2<1
2 |aii| ’

dann konvergiert das Jacobi-Verfahren bei beliebigem Startvektor
Xo € C" und fir beliebige rechte Seite b € C" gegen A~ 'b.
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Lésung linearer Gleichungssysteme

Beispiel 2.14:

| Jacobi Verfahren |
m Xm 1 Xm,2 Em = ||Xm—A_1b”oo Em/Em_1
0 | 2.100e+01 | -1.900e+01 2.000000e+01
15| 9.996e-01 | 1.000e+00 3.725165e-04 5.714e-01
30 | 1.000e+00 | 1.000e-00 4.856900e-09 4.000e-01
45 | 1.000e-00 | 1.000e+00 9.037215e-14 5.700e-01
48 | 1.000e+00 | 1.000e-00 8.437695e-15 4.086e-01
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Lésung linearer Gleichungssysteme

Beispiel 2.14:

e \ I \ \ I \ I \ \

0 GO Triviales Verfahren .
3 Jacobi Verfahren

Logarithmus des Fehlers bezogen auf die Basis 10
T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Anzahl der Tterationen

Abbildung: Konvergenzverlauf log,, em des Jacobi-Verfahrens
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Lésung linearer Gleichungssysteme

Definition 2.16:

Eine Matrix A € C™" heif3t reduzibel oder zerlegbar, falls eine
Permutationsmatrix P € R"*" derart existiert, dass

T _ Ay A
PapT = (%' 32 )

mit A; € C">Ni ;> 0,i=1,2,n + M =n gilt. Andernfalls heif3t A
irreduzibel oder unzerlegbar.
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Lésung linearer Gleichungssysteme

Satz 2.18:

Sei die regulare Matrix A € C"" irreduzibel und diagonaldominant,
das heif3t, es gilt

n
a..

max_ 4] <Af, (2.1.8)
i=1,..,n% ‘au’

=

=

und es existiere ein k € {1,..., n} mit
a

Z’ il g, (2.1.9)
— | ay|
J=1
j#k

dann konvergiert das Jacobi-Verfahren bei beliebigem Startvektor
Xo € C" und firr jede beliebige rechte Seite b € C" gegen A~ 1b.
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Lésung linearer Gleichungssysteme

Satz 2.20:

Sei die regulare Matrix A € C™" mit a; # 0 firi=1,..., n gegeben.
Erfllen die durch

S layl 7 Jayl .

p,-:E P+ E L firi=1,2,....n
— |aji| —~ |aj|
J=1 J=i+1

rekursiv definierten Zahlen py, ..., p, die Bedingung

p:= max p; <1,
i=1,...,n

dann konvergiert das GauB3-Seidel-Verfahren bei beliebigem
Startvektor x und fiir jede beliebige rechte Seite b gegen A~'b.
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Lésung linearer Gleichungssysteme

Beispiel 2.21:

GauB-Seidel-Verfahren

m Xm 1 Xm 2 Em:=||Xm— A_1b||Oo Em/Em—1
0 | 2.100e+01 | -1.900e+01 2.000e+01

5 | 9.688e-01 | 9.875e-01 3.119e-02 2.2857e-01
10 | 9.999e-01 | 9.999e-01 1.946e-05 2.2857e-01
15 | 1.000e-00 | 1.000e-00 1.214e-08 2.2857e-01
20 | 1.000e-00 | 1.000e-00 7.575e-12 2.2857e-01
25 | 1.000e-00 | 1.000e-00 4.551e-15 2.2043e-01
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Lésung linearer Gleichungssysteme

Beispiel 2.21:

b \ I \ \ I \ I \ \

0 0—© Triviales Verfahren .
-8 Jacobi Verfahren
> Gauss-Scidel-Verfahren

Logarithmus des Fehlers bezogen auf die Basis 10
T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Anzahl der Tterationen

Abbildung: Konvergenzverlauf log,, ¢ des GauB3-Seidel-Verfahrens
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Lésung linearer Gleichungssysteme

Definition 2.30:
Die Zerlegung einer Matrix A € R"*" in ein Produkt

A=LR

aus einer linken unteren Dreiecksmatrix L € R und einer rechten
oberen Dreiecksmatrix B € R™" heif3t

LR-Zerlegung.
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Lésung linearer Gleichungssysteme

Algorithmus Gau3-Elimination |

o AV .= A
@ Firk=1,....n—-1
e Wahle aus der k-ten Spalte von A% ein beliebiges Element
aly) # 0 mitj > k.
o Definiere Py mit obigem j und k geman (2.2.4).
~(k
o A¥ = pya®
o Definiere Lx geman (2.2.5) mit lx = 5,(.:)/55(',‘(), i=k+1,...,n.

o AV ., A%
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Lésung linearer Gleichungssysteme

Lemma 2.32:

Seien £; = (0,...,0,4i11,...,4n;)T € R"und e; € R" der i-te
Einheitsvektor, dann gilt fir L; = I — E,-e,-T e RMxn

QL '=1+¢e].

k
QL' L] :I+I§£,-e,7furk:1,...,n—1.
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Lésung linearer Gleichungssysteme

Definition 2.35:

Sei A € R™" gegeben, dann heil3t
a1 ... dk
AKkl=| : .. : |[erRF*firke{1,...,n}
aki1 ... Aakk

die flhrende k x k-Hauptabschnittsmatrix von A und det A[k] die
fihrende k x k-Hauptabschnittsdeterminante von A.
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Lésung linearer Gleichungssysteme

Definition 2.40:

Die Zerlegung einer Matrix A € C"™ " in ein Produkt

A=QR

aus einer unitaren Matrix Q und einer rechten oberen Dreiecksmatrix
R hei3t QR-Zerlegung.
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Lésung linearer Gleichungssysteme

Definition 2.40:

Die Zerlegung einer Matrix A € C"™ " in ein Produkt
A=QR

aus einer unitaren Matrix Q und einer rechten oberen Dreiecksmatrix
R hei3t QR-Zerlegung.

Satz 2.41 (Existenz der QR-Zerlegung):

Sei A € C™(R™") eine regulare Matrix, dann existieren eine unitare
(orthogonale) Matrix Q € C™"(R"*") und eine rechte obere
Dreiecksmatrix R € C"™"(R"*") derart, dass

A=QR

gilt.

\
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Lésung linearer Gleichungssysteme

QR-Zerlegung nach Gram-Schmidt
eFUrk=1,...,n

oFiri=1.... k—1
o Ik = (ax, q,)

- k-1
o gy =ak— ) i lkq,
o Nk = |1qill2

o qk = i/
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Lésung linearer Gleichungssysteme

Satz 2.43:

Sei A € C™" regular, dann existiert zu je zwei QR-Zerlegungen

eine unitare Diagonalmatrix D € C™" mit

Qi = QD und R, = DR;.
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Lésung linearer Gleichungssysteme

Satz 2.43:

Sei A € C™" regular, dann existiert zu je zwei QR-Zerlegungen
QR =A= QR (2.2.15)
eine unitare Diagonalmatrix D € C"™*" mit

Qi = QD und R, = DR;.

Korollar 2.44:

Sei A € C™" regular, dann existiert genau eine QR-Zerlegung der
Matrix A derart, dass die Diagonalelemente der Matrix R reell und
positiv sind.

| \
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Interpolation

Interpolationsproblem

Gegeben: n+ 1 Stiitzpunkte (xo, fo), .. ., (Xn, fn) € R?
an paarweise verschiedenen Stltzstellen
Xo,---,Xn € R

Gesucht:  peNy:={p(x)=ay+ ax + ax>+...,ax"}
mit p(xx) = f, k=0,1,...,n (3.1.2)

Ein Polynom, das das Interpolationsproblem l6st, wird als
Interpolationspolynom oder interpolierendes Polynom bezeichnet.
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Interpolation

Theoretische Fragestellungen
(A1) Existenz interpolierender Polynome
(A2) Eindeutigkeit interpolierender Polynome
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Interpolation

Theoretische Fragestellungen
(A1) Existenz interpolierender Polynome
(A2) Eindeutigkeit interpolierender Polynome

Algorithmische Fragestellungen

(B1) Die Berechnung und Auswertung des Interpolationspolynoms
sollen stabil gegeniber auftretenden Rundungsfehlern sein.

(B2) Die nachtragliche Integration weiterer Stltzpunkte soll effizient
bezlglich des Rechenaufwandes sein.

(B3) Die Berechnung des Interpolationspolynoms soll O(n?)
arithmetische Operationen aufweisen.

(B4) Die Auswertung des Interpolationspolynoms an einer beliebigen
Stelle soll O(n) Operationen bendtigen.
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Interpolation

Definition 3.4:

Zu gegebenen n + 1 paarweise verschiedenen Siitzstellen
Xo, - - -, Xp € R heiBen die durch

n
- X — Xg
Li(x) = 1} e (3.1.9)
s#j

fir j=0,..., ndefinierten Polynome L; € M, Lagrangesche
Basispolynome.
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Interpolation

Satz 3.6: (Lagrange Interpolationsformel)

Zu beliebigen n+ 1 Stitzpunkten (xg, f),. . .,(xn, fr) € R? mit paarweise
verschiedenen Stltzstellen xg, ..., X, € R besitzt die eindeutig
bestimmte Lésung des Interpolationsproblems (3.1.2) die Darstellung

p(x) = fiLi(x) (3.1.11)
j=0

mit L; € My, laut Definition 3.4.
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Interpolation

Definition 3.10:

Seien j, m € Ny, dann bezeichne

Pjj+1...j+m € Nm das zu den Stitzpunkten  (x;, £), ..., (Xjitm, fi-m)

mit paarweise verschiedenen Stitzstellen Xx;, . . ., x;,» gehorende,
eindeutig bestimmte Polynom mit

pj,j+1,...,j+m(xk) = fk7 k :jaj+ 17' 00 a/+ m. (31 15)

v
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Interpolation

Definition 3.10:

Seien j, m € Ny, dann bezeichne
Pjj+1,...j+m € Mm das zu den Stltzpunkten  (x;, %), ..., (Xj+m: fixm)
mit paarweise verschiedenen Stitzstellen x;, . .., X;, m» gehérende,

eindeutig bestimmte Polynom mit
pj,j+1,...,j+m(xk):fk7 k:jaj+1aaj+m (3115)

| A\

Satz 3.11:

Seien (xp, fp), - - ., (Xn, fr) vorgegebene Stltzpunkte zu paarweise

verschiedenen Stiutzstellen X, ..., Xp, dann gilt mit j, me Ng, j+ m<n

und m > 1 fur die Interpolationspolynome geman Definition 3.4 der

Zusammenhang

(X=X)Pj+1,...j+m(X) = (X—=Xj1m)Pj... j+m—1(X) (3.1.16)
Xji+m — X

P j+1,...j+m(X) =

V.
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Interpolation

Schematische Darstellung des Neville-Schemas (3.1.17):
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Interpolation

Definition 3.13:

Zu gegebenen Stiitzpunkten (xo, f), . . ., (Xn, fn) € R? mit paarweise
verschiedenen Stlitzstellen xg, . .., X, € R sind die dividierten
Differenzen rekursiv durch

flxj] = f (3.1.20)
firj=0,...,nund

f[Xj+17-'-an+m]_f[Xja~‘-an+m—1]

Xji+m — X

f1Xs - s Xom] = (3.1.21)

firj=0,...,n—1mitme Nundj+ m < ndefiniert.
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Interpolation

Schematische Darstellung der dividierten Differenzen (3.1.22):

fo:f[Xo]
A\
f1 :f[X1] — f[Xo,X1]
N\ N
f2:f[X2] = f[X1,X2] — f[Xo,X1,X2]
fn,1 :f[Xn,1] — f[anz,Xn,1] ..................... f[X()7 ce 7Xn,1]
fo=1f[xa] — f[Xa—1,Xn] — f[Xn—2,Xa—1,Xn] -+ fX1,..., %] — f[X0,-. ., Xn]

v
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Interpolation

Satz 3.14: (Newtonsche Interpolationsformel)

Zu gegebenen Stitzpunkten (xo, f), . . ., (Xn, f,) € R? mit paarweise
verschiedenen Stitzstellen xg, . . ., X, € R besitzt das
Interpolationspolynom p € N, die Darstellung

p(x) = f[xo] +f[x0, X1] (X —X0) +. ..+ f[X0, - -, Xn] (X —=X0) . . .- (X —Xpn_1) ,

wobei f[xo, ..., Xj], j=0,...,n, die dividierten Differenzen laut
Definition 3.13 reprasentieren.
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Interpolation

Satz 3.16:

Sei f: [a, b] — R eine (n+ 1)-mal stetig differenzierbare Funktion und

Xo, - .., Xn € [a, b] paarweise verschiedene Stutzstellen. Flr das
Interpolationspolynom p € M, mit

p(xk) =f(xx), k=0,....n

gilt fur jede Stelle x € [a, b] die Fehlerdarstellung

%) F(n+1)
£(X) — p(X) = W (3.1.28)
mit einer Zwischenstelle ¢ = £(X) € [a, b] und
w(x)=(Xx—x9) ... (Xx—Xn).
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