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1. Aufgabe: (4 Punkte) Es sei R ein Ring. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Es sei 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 eine kurze exakte Sequenz von R-
Moduln. Zeigen Sie, daß diese Sequenz zerfällt, wenn M ′′ frei ist.

(b) Es seien M,N1, N2 Moduln über R. Dann gilt:

Hom(M,N1 ⊕N2) = Hom(M,N1)⊕Hom(M,N2).

2. Aufgabe: (4 Punkte)

(a) Es sei V ein Vektorraum über einem Körper K und φ : V → V ein Endo-
morphismus. Zeigen Sie, daß der Vektorraum V bzgl. der Multiplikation

(
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ein K[x]-Modul ist.

(b) Zeigen Sie, daß der obige K[x]-Modul V ein Torsionsmodul über dem
Hauptidealring K[x] ist und daß die Untermoduln von V gerade den φ-
invarianten Teilräumen entsprechen.

3. Aufgabe: (4 Punkte) Es seien (V, φ) wie in Aufgabe 2. Man nehme an,
daß V ein zyklischer K[x]-Modul ist, dessen Annihilator von (x − λ)n ∈ K[x]
erzeugt werde. Es sei v ein Erzeuger von V als K[x]-Modul. Man zeige, daß die
Menge

{vk := (φ− λ · IdV )n−k(v) | 1 ≤ k ≤ n}
eine Basis von V über K ist und daß die Darstellungsmatrix von φ bezüglich
dieser Basis ein Jordanblock der Länge n mit Eigenwert λ ist.

4. Aufgabe: (4 Punkte) Es sei K algebraisch abgeschlossen und (V, φ) wie
oben. Zeigen Sie, daß V eine Basis B besitzt, so daß die Darstellungsmatrix
von φ bzgl. B die Form

J =
s⊕
i=1

Ji

besitzt, wobei jedes der Ji ein Jordanblock ist. Folgern Sie ebenfalls, daß J bis
auf die Reihenfolge der Blöcke eindeutig ist. (Hinweis: Benutzen Sie, daß K[x]
ein Hauptidealring ist, Korollar 7 ii) der Vorlesung und die obigen Aufgaben 2
und 3.)


