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1. Aufgabe: (4 Punkte) Es sei R ein Ring und M ein Links- R-Modul.

(a) Zeigen Sie, dafl die Menge von Links- R-Modulhomomorphismen M* :=
Homp (M, R) ein Rechts-R-Modul ist (der Dualraum von M).

(b) Das doppel-Dual ist die Menge von Rechts- R-Modulhomomorphismen
M* = Homy (M*, R).
Zeigen Sie, daf} die Abbildung n : M — M™**
) (w) =w(v) VYveM,Vwe M*

ein Homomorphismus ist. (Wenn 7 ein Isomorphismus ist, dann heifit M
reflexiv.)

2. Aufgabe: (4 Punkte) In der Situation von Aufgabe 1. Es sei M endlich
erzeugt und projektiv. Zeigen Sie, daBl M* als Rechts- R-Modul endlich erzeugt
und projektiv ist. Zeigen Sie ebenfalls, dal M reflexiv ist.

3. Aufgabe: (8 Punkte) Es sei G eine endliche Gruppe, K ein Kérper und
K|[G] die Menge von formalen Linearkombinationen
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(a) Zeigen Sie, dafi K[G] bzgl. der Multiplikation

(Z axx)(z byy) := Z Z agbyry

rzeGyeG
zu einem Ring wird (der Gruppenring von G).

(b) Es sei |G| = n. Geben Sie eine Injektion in den Matrizenring K[G] —
Endg (K™) an. (Hinweis: Man benutze, da§ G iiber die Linkstranslation
auf sich selbst operiert und somit als Untergruppe der S, < GL,(K)
aufgefait werden kann.)

(c) Es sei |G| = n. Zeigen Sie mit (b), dal K™ isomorph zu einem freien
K[G]-Modul ist.

(d) Es sei nun G = Z/2Z. Geben Sie anhand des Gruppenringes Q[G] ein
Beispiel eines projektiven Moduls, der nicht frei ist (Hinweis: Man benutze
die Einbettung aus (b) und betrachte die Q[G]-Untermoduln).



