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2. Ubungsblatt

Aufgabe 1
Ein Polynom f € P = k[zy,...,x,] heiBt symmetrisch, wenn es unter beliebigen Permutationen der

Variablen invariant bleibt:

f(xﬂ(l),...,xﬂ(n)) = f(z1,...,2,) Vres,.

Einfache Beispiele sind die n elementarsymmetrischen Polynome o; definiert durch:

Ul(mh"'axn) = xl—i_"'—i_xn?
O-T(xla s al‘n) = zi1<’i2<--~<i7» LiyLig *++ Tiy s
On(T1y ooy Tp) = Xy Ty

In dieser Aufgabe wollen wir den Fundamentalsatz iiber symmetrische Polynome beweisen: Zu jedem
symmetrischen Polynom f € P existiert ein eindeutig bestimmtes Polynom g € P, so dass

flz,. ... x,) = g(ol(arl, ey )y o, ,xn)) ) (1)

Dazu sei f € P \ {0} ein beliebiges symmetrisches Polynom und < die lexikographische Ordnung.
Weiter sei It f = x* der zugehorige Leitterm.

(1) Zeigen Sie, daB gilt pi; > po > -+ > pip.

(ii) Zeigen Sie, daB das Polynom h = ¢t " #2gh> 71 ... ghn 17 ghn denselben Leitterm wie f besitzt.

Folgern Sie mithilfe der Wohlordnungseigenschaft die Existenz eines Polynoms g, das (1) erfiillt.

(iii) Sei g ein weiteres Polynom, das (1) erfiillt. Dann gilt fir A = g — g, daB A(o4,...,0,) = 0.
Fassen Sie A(oy,. .., 0,) als eine Linearkombination von ,,Termen* 7, = o7* - - - 0~ auf. Zeigen
Sie, daB fiir © # v die Polynome 7}, und 7, unterschiedliche Leitterme besitzen. Folgern Sie
daraus die Eindeutigkeit von ¢ in (1).

(iv) Entwickeln Sie aus diesem Beweis einen Algorithmus zur Berechnung von ¢ fiir ein gegebenes
symmetrisches Polynom f und wenden Sie ihn auf das Polynom f(zy, x2) = 2} + x5 an.



