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4. Ubungsblatt
Aufgabe 1
Auf dem ersten Ubungsblatt wurde die Homogenisierung " € P") = k[zg, z1,. .., z,] eines Poly-
noms f € P = klzy,...,,] eingefiihrt. Umgekehrt kann man jedes homogene Polynom f € P

dehomogenisieren, indem man x, = 1 einsetzt. Wir schreiben dann kurz f,) = f |zo=1- Sei nun Z < P
ein Ideal. Dann definieren wir seine Homogenisierung als Z") = (f(") | f € T) <P®),

(1) Zeigen Sie, daB fiir jedes homogene Idealelement f e 7" gilt f(h) € 7 und daB es einen Expo-
nenten k gibt, so daB f = z&(fx))". Daher folgt aus Z = (fy, ..., f,) im allgemeinen nicht, daB
0 = (P ") Geben Sie ein konkretes Gegenbeispiel an.

(ii)) Seinun G = {g1,..., 9.} eine Grobner-Basis des Ideals Z fiir eine Totalgradordnung <. Zeigen
Sie, daB die Homogenisierung G = { gyl) e g,(h)} eine Grobner-Basis des homogenisierten
Ideals Z™ fiir die Termordnung <, (sieche Blatt 1) ist. Hinweis: Es reicht, wenn Sie die homogenen
Elemente von Z" betrachten (das diirfen Sie ohne Beweis beniitzen).

(iii) Berechnen Sie ein Erzeugendensystem von TV fiir T = (zy—x, 3> —z) <k[x, y]. Hinweis: Zeigen
Sie, daB das Hinzufiigen von 22 — z eine Grobner-Basis G von Z fiir jede Totalgradordnung liefert.
ﬂberlegen Sie sich dazu zuerst, daf3 jedes Idealelement f € Z, das beziiglich G reduziert ist, von
der Form f = a + bx + cy mit Konstanten a,b,c € k sein mufl. Andererseits 146t sich jedes
Idealelement in der Form f = hy(zy — x) + ho(y* — x) + ha(2* — x) mit Polynomen h; € k|x, y]
schreiben. Setzen Sie nun geschickte Werte fiir  bzw. fiir y ein.



