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1 Gruppentheorie

1.1 Grundstrukturen mit einer Verkniipfung
Definition 1. Sei G Menge mit einer Verkniipfung
0:GxG—G,(f,g)— fog
(kurz geschrieben: fg:= fog).
1. G heifst HALBGRUPPE, falls die Verkniipfung ASSOZIATIV ist, d.h.

Vf,g,h € G: f(gh) = (fg)h

2. G heifit MONOID, falls G eine Halbgruppe ist mit NEUTRALEM ELEMENT, d.h.

JeeG:eg=ge=g

3. G heifit GRUPPE, falls G ein Monoid ist und jedes Element ein INVERSES ELEMENT besitzt,

d.h.

VgeGIgleG:glg=gg=e

4. G ist abelsch falls die Verkniipfung KOMMUTATIV ist, d.h.
VigeG:fg=gf
5. Die Anzahl der Elemente von G heifft ORDNUNG von G, geschrieben |G|

Definition 4. Sei (G,o) eine Gruppe (Halbgruppe, Monoid). Dann heifit eine Teilmenge U C G
UNTERGRUPPE (Unterhalbgruppe, Untermonoid), geschrieben U < G, falls (U,o) eine Gruppe
(Halbgruppe, Monoid) ist.

Definition 6. Sei M C G Teilmenge einer Gruppe G, dann heifit
(My:= (| U
M<U<G

die von M erzeugte Gruppe. G heif$t ZYKLISCH, , wenn

dgeG:{g)=G

Satz 8. Sei G eine Gruppe. U C G ist genau dann eine Untergruppe, U < G, wenn mit f,g € U
auch fg=' € U ist.

Lemma 9. Sei G eine Gruppe, U < G Untergruppe. Dann wird durch f ~ g < fg~' € U ei-
ne Aquivalenzrelation definiert, dessen Aquivalenzklassen RECHTSNEBENKLASSEN von U genannt
werden, geschrieben [g] = Ug = {uglu € U}. Ebenso wird durch f ~ g < f~'g € U eine Aqui-
valenzrelation definiert, dessen Aquivalenzklassen LINKSNEBENKLASSEN wvon U genannt werden,
geschrieben [g] = gU = {gu|u € U}.

Definition 10. Die Menge aller Rechtsnebenklassen von U wird mit U\G bezeichnet, die Menge
aller Linksnebenklassen von U mit G/U. Die Zahl |G\U| = |G/U| heifst INDEX der Untergruppe
U < G, geschrieben (G : U).

Satz 11. KURZUNGSREGEL: Es seien U <V < G Untergruppen. Dann gilt:

(G:U)=(G:V)(V:U)



Korollar 12. SATZ VON LAGRANGE: Sei H < G. Dann gilt:

G| = (G : H)|H|

Definition 13. Sei G Gruppe, g € G. Dann heifit o(g) := |{g)| die ORDNUNG wvon g.

Korollar 14. KLEINER FERMAT: Sei G eine endliche Gruppe. Dann gilt:

VgeG:gl¢l=¢

Definition 15. Fine Untergruppe N < G heifft NORMALTEILER, falls:
Vge G:gN = Ng

Man schreibt hierfir N < G. Eine Gruppe heifft EINFACH, wenn sie nur die trivialen Normalteiler
E :={e} und G besitzt.

Lemma 17. Sei G eine Gruppe, N <G Normalteiler, U < G Untergruppe. Dann gilt:
1. NINU=(N,U)<G

N||U
2. N, |U] < o0 = [NU| = {FHH]

Definition 18. Sei G eine Gruppe. Eine Aquivalenzrelation = auf G heift Kongruenzrelation,
wenn

Vi f.9.9€G:f=fAng=g=fg=fg

Lemma 19. Sei = eine Kongruenzrelation auf Gruppe G. Dann ist die Menge der Aquivalenzklas-
sen G := G/ = wieder eine Gruppe, die sogenannte FAKTORGRUPPE .

Satz 20. Sei G eine Gruppe.
1. Fir NG ist f=g:% fg~' € N eine Kongruenzrelation.

2. Ist = eine Kongruenzrelation auf G, so gilt [e] < G.

1.2 Homomorphismen

Definition 1. Seien G, H Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — H heifsit GRUPPENHOMOMORPHIS-
MUS, falls

Vf,g € G:d(fg) = o(f)o(g)

Falls G = H, heif$t @ ENDOMORPHISMUS, ein bijektiver Homomorphismus heifft ISOMORPHISMUS,
ein bijektiver Endomorphismus heifst AUTOMORPHISMUS. Die Menge ker ¢ := {g € G|o(g) = ey}
heifst KERN von ¢

Lemma 2.
¢ € Hom(G,H) = im¢ < H,ker¢p I G

Satz 5. HOMOMORPHIESATZ: Seien G, H Halbgruppen, ¢ : G — H ein Halbgruppenhomomorphis-
mus. Dann gilt:

ime =G/,

Sind G und H Gruppen, so gilt:
G/s, =G/ker¢



Definition 6. Seien G;,i € Z Gruppen und ¢; : G; — G;+1 Homomorphismen. Die Sequenz

Pi—1

,,*}Gi_l —>G1 ﬂ)..

heifit EXAKT, wenmn
Vi € Z : im ¢;_1 = ker ¢;

Satz 7. 1. ISOMORPHIESATZ: Sei G eine Gruppe, U < G, N I G. Dann gilt:

N<ANU <G undUNN QU sowie NU/N 2U/UNN

Satz 8. 2. ISOMORPHIESATZ: Sei G eine Gruppe, N I G. Fir eine Untergruppe U < G sei
U :=U/N. Ferner sei

Dann gilt fir ein U € Uy :

U<LG <« U/N<QG und G/U = G/U

Lemma 9. E # U < (Z,+). Dann existiert ein m € Z mit U = mZ.

7 . _
Korollar 10. Sei G zyklische Gruppe. Dann gilt: G = ﬁfr G| = oo

Ly == Z/mZ fir |G| =m
1.3 Normalreihen und Kompositionsreihen

Definition 1. Sei G eine Gruppe. Fine endliche absteigende Reihe von Normalteilern
G=Ny>Ni>.>N.=F

heifs$t NORMALREIHE der Linge r. Die Faktorgruppen N; := N;/N;11 heiffen NORMALFAKTO-
REN. Zwei Normalreihen (Ny,..N,.), (M, ..M,) der gleichen Linge heiffen AQUIVALENT, wenn es
Permutationen m € &, gibt, so dass Vi € {1,..r} : N, = Mw(i). Eine Normalreihe heifst KOMPOSI-
TIONSREIHE, wenn alle Normalfaktoren einfach sind.

Bemerkung 3. Nicht jede Gruppe besitzt eine Kompositionsreihe, etwa G = (Z,+) besitzt keine.
Satz 4. Jede endliche Gruppe besitzt eine Kompositionsreihe

Satz 5. JORDAN-HOLDER: Sei G eine endliche Gruppe. Dann haben alle Kompositionsreihen die
selbe Linge und sind einander dquivalent.

Definition 6. Sei G eine Gruppe. Fiir f,g € G heift [f,g] :== fgf tg~' der KOMMUTATOR von
f,9. G'"={[f,9llf,g € G) heifit die KOMMUTATORGRUPPE von G. Es gilt: [f, 9]~ = [g, f]

Lemma 7. Sei G eine Gruppe mit Kommutatorgruppe G'. Dann gilt: G' QG und G/G" abelsch.
Fiir N < G gilt: NI GAG/N abelsch < G' < N.

Definition 8. Sei G eine Gruppe. G heifft AUFLOSBAR, falls Ir e N: G") = F

Satz 9. Fine endliche Gruppe G ist genau dann auflosbar, wenn sie eine Normalreihe mit abelschen
Normalfaktoren besitzt.

Satz 10. Sei N <G ein Normalteiler. G ist genau dann auflésbar, wenn N und G/N auflésbar
15t.



1.4 Transformationsgruppen

Definition 1. Sei M eine Menge und G eine Gruppe. G ist eine TRANSFORMATIONSGRUPPE auf
M (G OPERIERT auf M ), wenn es eine Abbildung

¢o:GxM— M, (g,z)— gz
gibt mit
1.VeeM:ex=x
2.Vf,ge G,z e M:(fg)r = f(gx)

Bemerkung 2. Sei g € G fest. Dann ist ¢pg : M — M,z — gz, und ¢4 € S(M). Die Abbildung
m:G— S(M),g— ¢4 ist ein Gruppenhomomorphismus und wird PERMUTATIONSDARSTELLUNG
genannt. Ist w injektiv, dann sagt man, G operiere TREU auf M.

Definition 4. FEs sei ¢ : G x M — M eine Operation. Fir x € M heifst
Gz :={gzlge G} C M
der ORBIT von x unter G. Falls Gx={z}, so sagt man, x ist FIXPUNKT .
Gy, ={9g€Glgr=2} <G
heifst FIXGRUPPE (auch Stabilisator, Isotropiegruppe) von x.

Bemerkung 5. M besitzt disjunkte Zerlegungen in Orbits. Falls 3x € M : Gx = M, so operiert G
TRANSITIV auf M. M heifst dann homogener Raum, es gibt dann eine Bijektion M «— G/G,. Eine
Teilmenge {x;|i € I} C M heifft VERTRETERSYSTEM DER ORBITS von M, falls M = | J;.;Gx;
Satz 6. BAHNBILANZGLEICHUNG: Die Gruppe G operiere auf M.

1. Ve e M :|Gz| = (G : Gy)

2. Sei{x;|i € I} Vertretersystem der Orbits von M. Dann gilt:

M| =" |G| =Y (G:G,)

i€l zel
Definition 8. Die Orbits zur Konjugationsoperation von G auf sich selbst
G x G — G,(g,h) — ghg™!
heiffen KONJUGATIONSKLASSEN
G, ={feG3heqG: f=hgh '}

f € Gy heifit zu g KONJUGIERT. Die Anzahl der Konjugationsklassen heif$t KLASSENZAHL von G.
Die Fizgruppe Z, = {h € G|hgh™! = g} < G heifit ZENTRALISATOR von g. Allgemeiner fihrt man
fiir jede Teilmenge S < G den Zentralisator

Zs={h€G|Vs€ S :hsh™'=s}
ein. Zg ist das ZENTRUM von G.
Lemma 9. Es gilt:
1. Zg <G abelsch
2. Die Gruppe der inneren Automorphismen ist isomorph zu G/Z¢.

3. Wenn G/Zq zyklisch, so ist G abelsch



4. Es gilt: |G| = (G : Z4). Insbesondere ist fir jede endliche Gruppe |G4| immer ein Teiler der
Gruppenordnunyg.

5. KLASSENGLEICHUNG: Sei {g;|i € I} ein Vertretersystem der Konjugationsklassen. Dann gilt:
Gl =2_er(G: Zy,)

Definition 10. Sei I’ = {U|U < G} die Menge aller Untergruppen in G. Dann operiert G auf T
durch Konjugation (g,U) — gUg~1. Der Orbit von U € T,

CU={V<GFgeG:V=gUg™ '}

heifst Klasse der zu U konjugierten Untergruppen. Die Fizgruppe von U ist der NORMALISATOR
Ny ={g€GlgUg~* =U}

Lemma 11. FEs gilt:
1. |CU| = (G : Ny), insbesondere ist fiir jede endliche Gruppe |“U| ein Teiler von |G|.
22.U<G=U<Ny
3. UQV<G=V <Ny

Korollar 12. Sei p eine Primzahl und |G| = p™ fir ein n > 1. Ferner sei E # N <G ein

Normalteiler. Dann gilt p | [N N Zg|, insbesondere also NN Zg # E.

1.5 Die Sylowsétze
Definition 1. Sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl.

1. G heifit P-GRUPPE, falls |G| = p™ fiir ein n € N.

2. Fine Untergruppe U < G heifit P-SYLOWGRUPPE, falls U eine p-Gruppe ist und p1 (G : U),
d.h. |U| =p", |G| = p™m mit ptm

Lemma 2. SATZ VON CAUCHY: Sei G eine endliche abelsche Gruppe und p ein Primteiler von
|G|. Dann existiert ein g € G mit o(g) = p.

Satz 3. 1. SYLOW-SATZ: Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl, so dass p* | |G| fiir
ein k > 0. Dann existiert eine Untergruppe U < G mit |U| = p*.

Lemma 4. Sei P < G eine p-Sylow-Gruppe und U < Np < G eine p-Untergruppe des Normali-
sators von P. Dann gilt: U < P

Satz 5. 2. SYLOW-SATZ: Es bezeichne n, die Anzahl der p-Sylowgruppen in G. Dann gilt:
1. Fiir festes p sind alle p-Sylow-Gruppen in G zueinander konjugiert.
2. Es gilt: n, | |G| und np = 1 mod p.
3. Jede p-Untergruppe von G liegt in einer p-Sylow-Gruppe.

Satz 6. Sei G eine endliche Gruppe, U < G eine p-Gruppe aber keine p-Sylow-Gruppe. Dann gilt:
U< Ny.

Korollar 7. Sei G eine p-Gruppe und U S G eine mazimale Untergruppe. Dann ist U < G.
Korollar 8. Jede p-Gruppe ist aufldsbar.

Satz 9. FEs gibt keine einfache Gruppe der Ordnung 24.



1.6 Freie Monoide und freie Gruppen

Definition 1. Sei I eine nichtleere Menge. Fin FREIES MONOID dber I ist ein Paar (My,e)
bestehend aus einem Monoid M; und einer Abbildung € : I — My, welche folgende universelle
Abbildungseigenschaft besitzt: Sei (M, @) ein weiteres Monoid mit einer Abbildung ¢ : I — M, so
existiert ein eindeutig bestimmter Homomorphismus ¢ : My — M mit ¢ = oe.

Satz 2. Zu jeder nichtleeren Menge I existiert ein freies Monoid My iber I und dieses ist bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt.

Bemerkung 3. Wenn I,J gleichmdchtige Mengen sind, gilt: M; == M.

Definition 4. Sei I eine nichtleere Menge. Fine FREIE GRUPPE dber I ist ein Paar (Gp,¢) beste-
hend aus einer Gruppe G und einer Abbildung € : I — Gy, das die universelle Abbildungseigen-
schaft besitzt.

Satz 5. Zu jeder nichtleeren Menge I existiert eine freie Gruppe G tber I und diese ist bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmd.

Bemerkung 6. Es gilt:
1. Fiir gleichmdchtige Mengen I,J gilt: G; = G
2. Wenn (Gy,¢) eine freie Gruppe ist, dann ist € injektiv.
Satz 8. Jede Gruppe ist isomorph zu einer Faktorgruppe einer freien Gruppe.

Definition 9. R; = ker ® heiffit die RELATIONENGRUPPE wvon G bzgl. des Erzeugendensystems
{gilt € I}. Wenn {r;|j € J} ein Erzeugendensystem von Ry ist, nennen wir

G= <giaiEI‘rj:67j€‘]>

eine DARSTELLUNG von GG durch ERZEUGER und RELATIONEN.

1.7 Die Symmetrischen und Alternierenden Gruppen
Satz 1. Sein > 2.
1. Wenn w1, 7o fremde Zyklen sind, gilt: mymo = momy.

2. Jede Permutation m € &, lisst sich bis auf die Reihenfolge eindeutig als Produkt paarweise
fremder Zyklen schreiben.

3. Jede Permutation m € &, ldsst sich als Produkt von Transpositionen schreiben.

Definition 2. Sei w = (i11..91, ) (#2102, ). (451.-1sr, ) die Zerlegung von 7 in fremde Zyklen. Dann
heifit Typ(m) := (r1..rs) der PERMUTATIONSTYP von m € &,

Lemma 3. Zwei Permutationen w,p € &, sind genau dann konjugiert, wenn Typm = Typ p.
Lemma 4. Es gilt:

1. sgn(mp) = sgn(m) sgn(p)

2. Fiir ein r-Zyklus gilt: sgnm = (—1)71

3. Die Operation von (m) zerlege {1,..n} in m Orbits. Dann gilt: sgnm = (—1)"™
Lemma 5. 1. Firn >3 gilt A, = ((ijk)|1 <4i,4,k <n A, j,k paarweise verschieden )

2. Firn>5 gilt A, = (i) (kD)1 < 4,4, k,l <nAijk,l paarweise verschieden )
Lemma 6. Es gilt:

1. &, =, firn > 2.

2. A =AU, firn>5.
Satz 7. Die Symmetrische Gruppe G, ist nur fir n = 2,3,4 auflosbar.
Bemerkung 8. Firn > 5 ist A, der einzige nichttriviale Normalteiler der &,

Satz 9. Firn > 5 ist 2, einfach.



2 Ringtheorie

2.1 Grundstrukturen mit zwei Verkniipfungen

Definition 1. Eine Menge R mit zwei Verknipfungen +,-: R x R — R heifst HALBRING (Ring
ohne Eins), wenn

1. (R,+) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 ist,
2. (R,-) eine Halbgruppe ist, und

3. die DISTRIBUTIVGESETZE
Vr,s,t € R:r(s+t)=rs+rt

Vr,s,t € R: (r+s)t=rt+ st

gelten. Ein Halbring heifft RING (Ring mit Eins), wenn (R\ {0}) ein Monoid mit neutralem
Element ist. Ein Halbring R heiffit kommutativ, wenn ¥r,s € R :rs = sr

Bemerkung 2. In jedem Halbring gilt: ¥Vr € R: 0r = r0 = 0.

Definition 3. Sei R ein Halbring. Ein Element r € R\ {0} heifft NULLTEILER, falls 3s € R\ {0} :
rs = 0. Fin kommutativer Ring ohne Nullteiler heifft INTEGRITATSRING.

Lemma 5. Es gilt:

1. Sei R ein Halbring und S C R die Menge der Nichtnullteiler. Dann ist (S, -) eine Halbgruppe
(Monoid, wenn R Ring).

2. Sei R ein Ring und R* = {r € R|3s € R :rs = sr = 1}. Dann ist (R*,-) eine Gruppe und
es gilt R* C S.

Definition 6. Die Elemente von R* := {r € R|3s € R: rs = sr = 1} heiffen EINHEITEN, R* ist
die Einheitengruppe. Ein Ring R ist ein SCHIEFKORPER, wenn R* = R\ {0}. Ein kommutativer
Schiefkorper ist ein KORPER .

Satz 7. Jeder endliche Schiefkorper ist ein Korper
Definition 9. Sei R ein (Halb-)Ring.
1. S C R heifst Unter(halb-)ring, geschrieben S < R, falls (S,+,-) (Halb-)Ring (mit 1s = 1R)

2. I C R heifit (zweiseitiges) IDEAL , geschrieben I < R, falls (I,+,-) ein (Halb-)ring ist und
gilt: RI C T und IRC T

Bemerkung 10. Sei R ein Ring. Das Einheitsideal I = R ist das einzige Ideal mit 1 € I. Ist R
ein Schiefkorper, so sind das Nullideal 0 = {0} und das Finheitsideal die einzigen Ideale.

Lemma 11. Sei R ein Ring, I,J < R Ideale. Dann ergeben die folgenden Operationen wieder ein
Ideal:

1. INJ<4R
2. I+J:={r+slrel,secJ}<R
3. 1J:={>" rsineN,r,el,s;e J}<R

Definition 12. Sei R ein kommutativer Ring und r1, .1, € R. Dann heifft I = (r1,..r,) = Rri+..+
Rry das von r1, .1, ERZEUGTE IDEAL. Fin Ideal I <R heifst HAUPTIDEAL , wenn Ir € I : I = (r).
Wenn R ein Integrititsring und jedes I < R ein Hauptideal ist, heifft R HAUPTIDEALRING.

Satz 13. Z ist ein Hauptidealring.

Definition 14. Sei R ein Halbring. Fine Aquivalenzrelation = auf R heiffit KONGRUENZRELATION,
wenn
Vr,7,s,5€E R:r=7,s=5=rs=rSAr+s=7r+35s



Lemma 15. Sei = eine Kongruenzrelation auf dem (Halb-)Ring R. Dann ist die Menge der Aqui-
valenzklassen R/ = wieder ein (Halb-)Ring, der FAKTOR(HALB-)RING.

Satz 16. Sei = eine Kongruenzrelation auf dem Halbring R. Dann ist I = [0] ein Ideal in R und
es gilt: r = s < (r — s) € I. Sei umgekehrt I I R ein Ideal. Dann definiert r = s < (r—s) € I
eine Kongruenzrelation auf R.

Definition 17. Sei R ein kommutativer Ring. Fin Ideal M < R heifft MAXIMAL, wenn M $
I <R = 1= R. Bei einem PRIMIDEAL P < R folgt aus rs € P daf§ entweder r € P oder s € P.

Bemerkung 18. Jedes mazimale Ideal ist prim.

Bemerkung 19. Fir R = 7Z gilt: 0 # P <7 Primideal < P = (p) mit p Primzahl & P <17
mazximales Ideal

Satz 20. Sei R ein kommutativer Ring.
1. P <R ist genau dann ein Primideal, wenn R/P ein Integrititsring ist.
2. M < R ist genau dann mazimales Ideal, wenn R/M ein Korper ist.

Korollar 21. Sei R ein kommutativer Ring mit den einzigen Idealen 0, R. Dann ist R ein Kdrper.

2.2 Homomorphismen

Definition 1. Seien R, S Halbringe. Eine Abbildung ¢ : R — S heifit HALBRINGHOMOMORPHIS-
MUS, wenn

Vri,re € Rig(ri+12) = ¢(r1) + ¢(r2) A d(rire) = ¢(r1)é(r2)
Sind R, S Ringe, so ist ¢ : R — S RINGHOMOMORPHISMUS, wenn zusdtzlich ¢(1g) = 1g.

Satz 3. HOMOMORPHIESATZ: Seien R,S (Halb-) Ringe und ¢ : R — S (Halb-) Ringhomomor-
phismus. Dann gilt:

1. im ¢ < S ist ein Unter (Halb-) Ring,
2. ker ¢ < R ist ein Ideal und
3. R/ker¢ = im¢
Bemerkung 4. Wenn R, S Koérper, dann ist jeder Homomorphismus ¢ : R — S injektiv.

Lemma 5. Sei R ein Integrititsring. Dann gibt es genau einen Ringhomomorphismus ¢ : 7. — R
und fir diesen ist ker ¢ ein Primideal.

Definition 6. Sei R ein Ring ohne Nullteiler und ¢ : Z — R obiger eindeutige Homomorphismus.
Dann heifst p € PU {0} mit ker ¢ = (p) die CHARAKTERISTIK von R, geschrieben char R

Satz 8. CHINESISCHER RESTSATZ: Sei R ein Ring und I,..I, <R Ideale mit I, + I; = R fiir alle
1 < k,l <n. Dann existiert ein Isomorphismus

¢:R/ () In — R/I x .. x R/I,
k=1

2.3 Halbgruppenringe und Polynome

Definition 1. Ein Monoid (S,-) heifft MONOID MIT ENDLICHKEITSBEDINGUNG, wenn gilt:
Vse S: |{(rt)eSxSrt=s} <o

Sei R ein kommutativer Ring und S ein Monoid mit Endlichkeitsbedingung. Eine Abbildung f € R®
heifit FINIT, falls die Menge Sy = {s € S|f(s) # 0} endlich ist. Wir schreiben: R[S] C R fiir die
Menge der finiten Abbildungen.

9



Satz 2. Die Menge R[S] mit den Verkniipfungen
+: R[S] x R[S] — R[S], (f + g)(s) = f(s) + g(s)

und

-+ R[S] x R[S] — RIS, (f - g)(s) = >_ f(r)-g(t)

rt=s

st ein Ring.
Bemerkung 3. Es gilt:
1. Ist S kommutativ, so auch R[S)|

2. Fiir s € S setzen wir

(r) = 1gp firr=s
A= O0r firr+#s

Dann gilt: o : S — R[S], s — ey ist ein injektiver Monoidhomomorphismus.
3. p: R— R[S],r — re ist ein injektiver Ringhomomorphismus.

Definition 4. Der Ring (R[S],+,) heifit HALBGRUPPENRING (bzw. GRUPPENRING, falls S eine
Gruppe).

Bemerkung 6. RI[S| enthdlt nur finite Abbildungen. Ohne diese Einschrdinkung erhdlt man den
Ring R|[[S]]. Speziell fiir S € N™ ist dies der Ring der formalen Potenzreihen.

Satz 7. UNIVERSELLE ABBILDUNGSEIGENSCHAFT FUR HALBGRUPPENRINGE: Sei R ein kom-
mutativer Ring und S ein Monoid. Weiter sei R[S| der zugehdrige Halbgruppenring mit obigen
FEinbettungen o : S — RI[S],p: R — R[S]. Dann gibt es zu jedem kommutativen Ring R’ mit einem
Ringhomomorphismus ¢ : R — R’ sowie einen Monoidhomomorphismus v : S — R’ genau einen
Ringhomomorphismus ¥ : R[S] — R’ mit ¢ = Voo und ¢ = Vo p.

Korollar 8. Seien R, R, ¢, p wie oben, ferner sei S = (N,t) so dass R[S] = R[X] der univariante
Polynomring ist. Dann ezistiert zu jedem v € R’ genau ein Ringhomomorphismus ® : R[xz] — R’
mit ¢ = ®p und d(x) =1’

Definition 9. Sei R ein Ring, R C R'.
1. Ein Element r' € R’ heifst NULLSTELLE des Polynom f € R|x] falls f(r') =0

2. Sei f = 50wz’ € R[X]\ {0}. Dann heift die Zahl deg(f) = maz{i € N|a; # 0} der
GRAD wvon f. Fiir das Nullpolynom setzen wir deg(0) = —oo.

Lemma 10. Seien f,g € R[X]. Dann gilt
1. deg(f + g) < max{deg([),deg(g)}
2. deg(fg) < deg(f) + deg(g)

Bemerkung 11. Ist R Integrititsring, so gilt deg(fg) = deg(f) + deg(g), somit ist auch R[X]
Integritdtsring.

Satz 12. DIVISION MIT REST: Seien f = 331" a;a’,g = 37" bja? € R[X] 2wei Polynome mit
bm € R*. Dann gibt es zwei eindeutig bestimmte Polynome q,r € R[X] so dass

1. f=qg+r und
2. deg(r) < deg(g)
Korollar 13. Sei s € R eine Nullstelle von f € R[X]. Dann gilt: (z — s)|f

Korollar 14. Sei R ein Integrititsbreich und f € R[X] ein Polynom mit deg(f) = n > 0. Dann
besitzt f in R hochstens n Nullstellen.

10



2.4 Zerlegung in Primfaktoren
Es sei in diesem Abschnitt R ein Integritdtsring.

Definition 1. Seien r,s € R. Wir sagen r teilt s, geschrieben r|s, falls 3t € R : s = rt, d.h.
(ry D (s). Wir sagen r ist ASSOZIIERT zu s, geschrieben r ~ s, falls 3t € R*: s=rt (dann gilt r|s)
und s|r, d.h. {ry = (s). r ist ein TRIVIALER TEILER von s, falls r ~ s oder r ~ 1. Ein Element
u € R\R* heiffit IRREDUZIBEL (unzerlegbar), wenn en nur triviale Teiler besitzt. p € R\R* ist ein
PRIMELEMENT, wenn

Vr,s € R:plrs = plr Vpls

Bemerkung 2. Es gilt:
1. 7~ s definiert eine Aquivalenzklasse
2. R ={reRjr~1}

Satz 3. FEs gilt:

1. u € R ist genau dann irreduzibel, wenn (u) mazimal unter allen nichttrivialen Hauptidealen
in R ist.

2. p € R ist genau dann prim, wenn (p) ein Primideal ist.
Bemerkung 4. Sei R ein Hauptidealring, dann gilt: u irreduzibel < (u) mazimal
Satz 5. Jedes Primideal ist irreduzibel.

Satz 7. Sei R ein Hauptidealring. Dann ist ein Element p € R\ {0} genau dann irreduzibel, wenn
p prim ist.

Definition 8. Seien rq,..r, € R. Ein Element d € R heifst GROSSTER GEMEINSAMER TEILER
VO T1, ..Tyn, geschrieben d = ggT(ry,..1,), wenn d jedes r; teilt und jedes andere t € R mit dieser
Eigenschaft ein Teiler von d ist. Entsprechend heiffit v € R KLEINSTES GEMEINSAMES VIELFACHE,
geschrieben v € kgV (ry, ..ry, ), wenn jedes r; v teilt und v ein Teiler vont € R mit dieser Eigenschaft
15t.

Bemerkung 9. ggT und kgV sind nur bis auf assoziierte eindeutige bestimmi.

Satz 10. Sei R ein Hauptidealring und r1,..rn, € R derart, dass ggT(r1,..rn) # 0. Dann gibt es zu
jedem d € ggT(r1,..ry,) Elemente s1,..s, € R mitd =1 . sir;

Definition 11. FEin Integrititsring R heifst EUKLIDISCHER RING, wenn es eine Abbildung § :
R\ {0} — N gibt so dass

VfeR,ge R\{0}Fq,r € R: f=qg+rA(r=0Vd(r)<di(g))

Satz 13. Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring.
Korollar 14. Wenn K ein Korper, ist K[X] ein Hauptidealring

Definition 16. FEin kommutativer Ring R heif$t NOETHERSCH, wenn jede aufsteigende Kette von
Idealen Iy < I, < .. < R stationdr wird, d.h.

dneNYm>n:1, =1,

Satz 17. Jeder Hauptidealring ist noethersch.

Satz 18. Wenn in dem Integrititsring R jede aufsteigende Kette von Hauptidealen stationdr wird,
dann lafst sich jede Nichteinheit 0 # r € R\R* als Produkt endlich vieler irreduzibler Elemente
schreiben.
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Definition 19. Ein Integrititsring R heif$t FAKTORIELLER RING, wenn sich jede Nichteinheit
0 # r € R\R* als endliches Produkt irreduzibler Elemente schreiben lifit und die Faktoren dieser
Darstellung bis auf die Reihenfolge und FEinheiten eindeutig sind.

Satz 20. FEin Integrititsring ist genau dann faktoriell, wenn
1. jede aufsteigende Kette von Hauptidealen stationdr wird und
2. jedes unzerlegbare Element von R auch prim ist.

Korollar 21. Jeder Hauptidealring ist faktoriell

Bemerkung 22. Wenn Pg ein Vertretersystem der assoziierten Primelemente in einem faktori-
ellen Ring R, dann lifit sich jedes Element 0 # r € R\R* eindeutig in der Form

r=ce H pordp(r)
pEPR

zerlegen.

2.5 Quotientenringe

Lemma 1. Sei R ein kommutativer Ring, S < R\ {0} ein Untermonoid von (R,-). Dann wird
durch
(r1,81) ~ (re,82) := s € S : s(sar1 — 81712) =0

eine Aquivalenzrelation definiert auf R x S.
Satz 2. Unter den Voraussetzungen von Lemma 1 ist ST'R mit den Verkniipfungen
+:S 'Rx SR, (r1/s1,7r2/82) — (r182 + s172)/S152
- STIR x STIR, (r1/s1,70/82) > 1179/ 5159
ein kommutativer Ring. Dariber hinaus ist
As:R— SR r— r/1
ein Ringhomomorphismus mit Ag(S) < (ST1R)*
Bemerkung 3. \g st injektiv falls S keine Nullteiler von R enthdlt.

Satz 4. UNIVERSELLE ABBILDUNGSEIGENSCHAFT FUR QUOTIENTENRINGE: Sei R ein kommu-
tativer Ring, S < R\{0} ein Untermonoid. Wenn T ein weiterer kommutativer Ring mit einem
Ringhomomorphismus ¢ : R — T mit ¢(S) C T* ist, dann existiert genau ein Ringhomomorphis-
mus U : SR — T mit Wo \(S) = ¢

Lemma 5. Sei R ein Integrititsring und S = R\{0}. Dann ist ST*R ein Korper.

Definition 6. Der Ring S™'R mit \(S) : R — S™'R heifft QUOTIENTENRING von R bzgl. S.
Wenn R ein Integridtsbereich und S = R\{0} ist, erhdlt man den QUOTIENTENKORPER von R,
geschrieben Quot(R)

Lemma 8. Sei R ein kommutativer Ring, I <R ein Ideal und S < R\{0} ein Untermonoid. Dann
15t

ST ={r/slrel,scS}
ein Ideal im Quotientenring.

Satz 9. Sei R ein kommutativer Ring und P < R ein Primideal. Dann besitzt fir S = R\P der
Quotientenring SR nur ein maximales Ideal, nimlich SR\ (S™1R)*

Definition 10. Ein kommutativer Ring mit einem einzigen mazximalen Ideal heif$t LOKALER RING.
Wenn P < R ein Primideal ist und S = R\P, dann heifit Rp = S™'R die Lokalisierung von R bei
P (mit mazimalem Ideal Mp = S™1P)

Satz 11. Sei R ein kommutativer Ring und P < R Primideal. Dann gilt: Quot(R/P) = Rp/Mp
12



2.6 Teilbarkeit in Polynomringen

Definition 1. Sei R ein fakorieller Ring und f = Y1, a;z* € R[z]. Dann heifit c(f) € ggT(ao, -.an)
INHALT von f. Das Polynom f heifst PRIMITIV, wenn c(f) ~ 1, d.h. ¢(f) € R*.

Lemma 2. GAUSSSCHES LEMMA: Sei R ein faktorieller Ring. Dann gilt fir f,g € Rlx], daf

c(fg) = c(f)ec(g)-

Satz 3. Sei R ein faktorieller Ring, K = Quot(R) der zugehdrige Quotientenkirper. Dann sind
fiir ein primitives Polynom f € R[z] die folgenden Aussagen dquivalent:

1. f ist irreduzibel in R[z]
2. f ist irreduzibel in K|x]
3. f ist Primelement in K|x]
4. f ist Primelement in R[x]

Lemma 4. Sei R ein Integrititsring. p € R ist genau dann prim, wenn p auch ein Primelement
von R[x] ist.

Satz 5. SATZ VON GAUSS: R[z] ist genau dann faktoriell, wenn R faktoriell ist.
Bemerkung 6. Z[z| ist faktoriell, aber Zlx] ist kein Hauptidealring, da (2,x) Ideal.

Satz 7. KRONECKER-VERFAHREN ZUR PRIMZERLEGUNG: Sei R ein faktorieller Ring mit endlicher
Einheitengruppe, in dem Primzerlequng in endlich vielen Schritten mdglich ist. Dann kann auch
in R|z] eine Primzerlegung in endlich vielen Schritten berechnet werden.

Bemerkung 8. Durch vollstindige Induktion kann der vorstehende Satz auch auf R[xy,...xy)
erweitert werden.

Lemma 10. Seien R, R Integrititsringe, ¢ : R — R,r — T := ¢(r) ein Ringhomomorphismus,
der durch ¢(x) = x zu einem Homomorphismus ¢ : R[z] — R[z] fortgesetzt wird. Weiter sei
f=Y"ar" € R[z] ein primitives Polynom mit @,, # 0. Wenn f = ¢(f) € R[z] irreduzibel ist,
dann ist auch f € R|x] irreduzibel.

Satz 11. EISENSTEIN-KRITERIUM: Sei R ein Integrititsring, f = > ., a;x" € R[z] ein primitives
Polynom. Wenn es ein Primelement p € Pr gibt mit

1. ptay,
2. pla;,0<i<mn
3. p*fag
dann ist f irreduzibel in R[z]

Korollar 12. Sei p € P Primzahl. Dann ist f = 2P~ + ..+ x + 1 € Z[x] irreduzibel.

3 Korpertheorie

3.1 Der Aufbau eines Korpers

Definition 1. Sei K ein Koérper. Fin TEILKORPER ist ein Unterring T < K der selbst wieder
ein Korper ist. K wird dann auch Oberkorper oder ERWEITERUNGSKORPER von T genannt. Da
der Durchschnitt zweier Teilkorper wieder ein Korper ist, enthdlt K einen eindeutig bestimmten
Teilkorper, den PRIMKORPER P = (1 roksrper L

Satz 2. Sei K ein Kdérper mit Primkorper P. Dann gilt:
1. char K=p>0& P=F, = (Zy,+,%)

2. char K =0 P=Q
13



Lemma 3. Es gilt:
1. ® injektiv = K[X] = K[0] A K(0) = Quot(K[0]) = K(x)
2. ® nicht injektiv = 30 # fo € K[X] : ker ® = (fo) N K(0) = K[z]/{fo)

Definition 4. Seien K < L Korper. Fin Element 6 heifft TRANSZENDENT dber K, wenn K (x) &
K(0). L/K ist eine TRANSZENDENTE KORPERERWEITERUNG, wenn 30 € L : 0 transzendent. Ein
Element 0 € L heifit algebraisch, wenn

30 # f € K[2]: K(0) = K[2]/(fo)

Das eindeutig bestimmte normierte Polynom mit dieser Eigenschaft ist das MINIMALPOLYNOM von
0. L/K ist eine ALGEBRAISCHE KORPERERWEITERUNG, wenn alle 8 € L algebraisch sind.

Definition 6. Seien K < L Korper. Elemente 01,..0,, € L heiffen ALGEBRAISCH UNABHANCIG
tiber K, wenn
Vf € K[(El, .’En] : f(91, gn) =0= f =0

Andernfalls sind 01, ..0,, algebraisch abhdngig. Fine Teilmenge S C L ist algebraisch unabhdngig
tiber K wenn jede endliche Teilmenge S es ist. Fine algebraisch unabhdngige Teilmenge B < L ist
eine TRANSZENDENZBASIS von L/ K, wenn L/ K (B) algebraisch ist. L/ K ist eine TRANSZENDENTE
KORPERERWEITERUNG, wenn eine Tranzendenzbasis existiert, so dass L = K(B).

Lemma 7. ZORNSCHES LEMMA: Sei M # 0 eine partiell geordnete Menge. Wenn fiir jede total
gerordnete Teilmenge von M eine obere Schranke in M existiert, dann besitzt M ein mazximales
Element.

Lemma 8. SATZ VON SCHRODER-BERNSTEIN: Zu den Mengen M, N gebe es zwei injektive Ab-
bildungen o : M — N,3: N — M. Dann sind M, N gleichmdchtig.

Lemma 9. Es gilt: card M < N Acard N < M = card N = card M
Lemma 10. Jede unendliche Menge ist disjunkte Vereinigung abzdhlbar vieler Mengen
Satz 11. Sei L/K Korpererweiterung.

1. Es existiert eine Transzendenzbasis von LK

2. Jede iiber K algebraisch unabhingige Menge B’ C L lift sich zu einer Transzendenzbasis B
von L/K erweitern.

3. Alle Tranzendenzbasen von L/K sind gleichmdchtig

3.2 Algebraische Erweiterungen
Bemerkung 1. Sei L/K Kérpererweiterung. Dann ist L ein K -Vektorraum.

Definition 2. [L: K| = dimgL heifft GRAD DER KORPERERWEITERUNG L/K. Fiir [L : K] < oo
spricht man von einer endlichen Korpererweiterung.

Satz 3. FEs gilt:
1. Jede endliche Kdérpererweiterung ist algebraisch.

2. Sei 0 € L algebraisch iber K mit Minimalpolynom fg. Dann gilt:
[K(0) : K] = deg fy

Satz 4. Seien K < L < M Korper. M/K st genau dann endlich, wenn M/L und L/K endlich
ist. Es gilt dann
[M:K]=[M:L]L: K]

Korollar 5. Sei M/K endlich und 0 € M mit Minimalpolynom fy. Dann gilt: gg :fe[M:K(G)].
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Definition 6. gy € K[z] heifit HAUPTPOLYNOM wvon 6 und hingt nur von 0 und M ab.

Definition 7. FEine Korpererweiterung L/K heiffit EINFACH , wenn
el:L=K(@0)
L/K ist ENDLICH ERZEUGT, wenn

IneN,by,.0,€L:L=K(b,.0,)

Satz 8. L/K ist genau dann eine endliche FErweiterung, wenn

IneN,0y,..0, € L:L=K(0,.0,)A0b,..0, algebraisch tiber K

Bemerkung 9. Seien K < L < M Kdrper und L/K algebraisch. Ist § € M algebraisch iber L,
dann ist 0 algebraisch iiber K.

Korollar 10. Seien K < L Kérper. Dann ist K := {0 € L|0 algebraisch iiber K} ein Kérper.

Definition 11. K heifit der ALGEBRAISCHE ABSCHLUSS von K in L

3.3 Der algebraische Abschluf3

Definition 1. Ein Kérper K heifit ALGEBRAISCH ABGESCHLOSSEN, wenn jedes nichtkonstante
Polynom f € K|z| eine Nullstelle in K besitzt (d.h. jedes solche Polynom zerfillt iber K in Line-
arfaktoren).

Definition 3. Seien K < L und K < M Kérpererweiterungen. Ein Korperhomomorphismus
¢ : L — M heifit K-HOMOMORPHISMUS, wenn ¢ |x= idx. Wir schreiben End(L/K) fir die
Menge aller K-Endomorphismen und Aut(L/K) fir die Menge aller K-Automorphismen.

Satz 4. SATZ VON KRONECKER: Sei K ein Korper und f € Klz]| ein normiertes, irreduzibles
Polynom. Dann existiert eine endliche Kérpererweiterung L/K vom Grad n mit einem 6 € L, so
dass f(0) = 0 und L = K(0). L ist durch diese Bedingung bis auf K-Isomorphie eindeutig bestimmt.

Satz 5. Seien K, K' Kérper mit einem Isomorphismus ¢ : K — K', a — d', sowie den induzierten
Isomorphismus ¢' : K[z] — K'[z], f — f'. Sei f € K[z] prim und L = K(0) mit f(0) = 0 sowie
L' = K'(6*) mit f'(6*) = 0. Dann existiert ein eindeutig bestimmter Isomorphismus ® : L — L'
mit ®(0) = 0* und @ |x= ¢.

Definition 6. Fin Kdrper L mit der Eigenschaft des Satzes von Kronecker heifft STAMMKORPER
des Polynoms f € K|x]

Lemma 7. Sei I S R ein Ideal in einem Ring R # 0. Dann besitzt R ein mazimales Ideal M mit
I<M.

Satz 8. Zu jedem Korper K ezistiert ein algebraisch abgeschlossener Erweiterungskérper L

Korollar 10. Zu jedem Korper K existiert ein algebraisch abgeschlossener Erweiterungskdrper
K /K, die algebraisch ist.

Definition 11. K nennt man einen algebraischen Abschluss von K.

Satz 12. Sei L/K eine algebraische Erweiterung und ¢ : K — M ein Kérperhomomorphismus
in einem algebraisch abgeschlossenen Kdorper M. Dann existiert eine Fortsetzung ® : L — M mit
O |xk= ¢. Wenn L ebenfalls algebraisch abgeschlossen und M/im ¢ algebraisch ist, dann ist jede
Fortsetzung ein Isomorphismus.

Korollar 13. Seien K1 ,Ky zwei algebraische Abschliisse von K. Dann existiert ein K-Isomorphismus
K1 — KQ.
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3.4 Normale Korpererweiterungen

Definition 1. Sei F' = {f|i € I} C K|z] eine Menge nichtkonstanter Polynome tiber Korper K.
Ein Erweiterungskorper heif$t ZERFALLUNGSKORPER von F, wenn

1. jedes Polynom f; € F idber L vollstindig in Linearfaktoren zerfdllt, und
2. die FErweiterung L/K von den Nullstellen der f; erzeugt wird.

Definition 3. FEine algebraische Korpererweiterung N/K heifft NORMAL, wenn jedes irreduzible
Polynom f € Klz|, das eine Nullstelle in N besitzt, iber N vollstindig in Linearfaktoren zerfillt.

Satz 5. Sei K ein Korper, K ein algebraischer Abschluss von K. Ferner sei N/K eine algebraische
Erweiterung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. N/K ist normal

2. N ist ein Zerfallungskorper einer Menge von irreduziblen Polynomen

3. Jeder K-Homomorphismus ¢ : N — N liegt in Aut(N/K)
Bemerkung 6. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. N/K normal und endlich

2. N Zerfillungskdrper eines Polynoms.

Bemerkung 7. Seien K < L < M algebraische Kdérpererweiterungen. Wenn M/K normal ist,
dann auch M/L.

Definition 9. Sei L/K eine algebraische Erweiterung. Eine algebraische Erweiterung N/L heifit
NORMALE HULLE won L/K, wenn N/K normal ist aber kein echter Teilkérper K < N’ < N
normal iber K ist.

Satz 10. Sei L/K eine algebraische Erweiterung. Dann existiert eine bis auf L-Isomorphie ein-
deutig bestimmte normale Hiille N/L.

Lemma 11. Sei F ein endlicher Korper. Dann gilt p = charF > 0 so dass der Primkorper von F
isomorph zu F, ist. Auferdem gilt: |F| = p™ mit n = [F : F,] und F ist ein Zerfillungskirper zu
z? —x € Fplz] (also F/F, normal).

Lemma 12. Sei f € K[z] und 0 € L/K eine Nullstelle. 0 ist genau dann eine mehrfache Nullstelle,
wenn f'(0) =0

Satz 13. Zu jedem p € P, n € N gibt es bis auf Isomorphie genau einen Kérper F, mit |F,| =g =

p", ndmlich den Zerfillungskorper von x4 — x iber F,.

Lemma 14. Sei G eine abelsche Gruppe. Wenn G zwei Elemente endlicher Ordnung m bzw. n
enthdlt, dann gibt es in G auch ein Element der Ordnung kgV(m,n).

Satz 15. Sei K ein Korper und U eine endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe K*.
Dann ist U zyklisch. Ist also insbesondere K ein endlicher Kérper Fy, so ist Fy eine zyklische
Gruppe der Ordnung q — 1.

3.5 Separable Korpererweiterungen

Definition 1. Sei K ein Korper. Ein Polynom f € K[z] heiffit SEPARABEL, wenn f in K keine
mehrfachen Nullstellen hat. Sei L/K eine algebraische Erweiterung. Ein Element 0 € L heifst
separabel tiber K, falls sein Minimalpolynom fy € K|x] separabel ist. Die Erweiterung L/K heifst
separabel, wenn alle 6 € L separabel sind.

Lemma 2. Sei K ein Korper und f € K|x] ein Polynom mit deg f > 1

1. Die mehrfachen Nullstellen von f in einem algebraischen Abschluss K sind gerade die Null-
stellen von ggT(f, f).
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2. Ein irreduzibles Polynom f besitzt genau dann mehrfache Nullstellen, wenn " = 0.
Satz 3. Sei K ein Kirper und f € K[z| ein irreduzibles Polynom.
1. Wenn char K = 0, dann ist f separabel.

2. Fiir char K > 0 ist f genau dann inseparabel wenn ein Polynom g € Klx] existiert mit

f(x) = g(P).

Definition 5. Ein Kérper K heifit VOLLKOMMEN, wenn alle irreduziblen Polynome f € K|z]
separabel sind.

Definition 7. Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung und K ein algebraischer Abschluss. Wir
setzen Homy (L, K) = {¢ : L — K|¢ K-Homomorphismus}. Dann ist der SEPARABILITATSGRAD
[L: K|s = |Homg (L, K)|. Da alle algebraischen Abschliisse isomorph sind, ist diese Definition
unabhdingig von K.

Lemma 8. Sei K ein Korper und L > K der Stammkérper zu dem irreduziblen Polynom f € K|x].
Dann gilt:

1. [L:Kls <[L: K]
2. [L: K]s =I[L: K] genau dann wenn f separabel.

Satz 9. Seien M > L > K endliche Korpererweiterungen. Dann gilt:

[M: Kl|s =[M: L]s[L: K]s

Satz 10. Sei L/K eine endliche Kirpererweiterung.
1. Wenn char K =0, so ist [L: K] =[L: K]g
2. Fir char K =p > 0 existiert ein v € N mit [L: K] =p"[L: K|g
Satz 11. Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
1. L/K ist separabel
2. 364,..0, € L:0y,..0,separabel N L = K(64,..0,,)
3. [L:K]=[L:K]s

Korollar 12. Seien K < L < M algebraische Kirpererweiterungen. M /K ist genau dann separa-
bel, wenn M/L und L/K separabel sind.

Satz 13. SATZ VOM PRIMITIVEN ELEMENT: Sei L/K eine endliche (separable) Kdrpererweiterung.
Dann existiert ein primitives Element 6 € L mit L = K(6).

Definition 14. Sei K ein Korper. Ein Polynom f € Klz| heif$t REIN INSEPARABEL, wenn es
in einem algebraischen Abschluss K genau eine Nullstelle besitzt. Sei L/K eine algebraische Er-
weiterung. Ein Element 0 € L heifit rein inseparabel, wenn sein Minimalpolynom fy € K|x] rein
inseparabel ist. Die Erweiterung L/K ist rein inseparabel, wenn jedes 6 € L rein inseparabel ist.

Bemerkung 15. FEs gilt:
1. Ist char K = 0, dann ist jedes irreduzible Polynom separabel.

2. Ist char K = p > 0 und f € Klx] rein inseparabel mit Nullstelle 8, dann ist f = cfg mit
ce K.

Bemerkung 16. Rein inseparable Erweiterungen sind itmmer normal.
Satz 18. Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. L/K rein inseparabel
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2. FEs emistiert eine Menge B = {0; € L|i € I} rein inseparabler Elemente, so dass L = K(B).
3. [L : K}S =1
4. Zu jedem 0 € L existiert ein n € N, so dass 0%°") € K

Satz 19. Sei L/K eine algebraische Kiorpererweiterung. Dann exisitiert ein eindeutiger Zwischen-
korper K < Kg < L, so dass Ks/K separabel und L/ Kg rein inseparabel ist. Kg ist die SEPARABLE
HULLE von K in L, d.h. Ks = {0 € L|0 separabel tiber K}. Ferner gilt: [L: K|s = [Kgs : K].

4 Galoistheorie

4.1 Die Galois-Korrespondenz

Definition 1. Fine algebraische Erweiterung L/ K heiffit GALOISCH, wenn sie normal und separabel
ist. In diesem Fall nennt man Gal(L/K) = Aut(L/K) die GALOIS-GRUPPE .

Lemma 3. Sei N/K eine endliche normale Kérpererweiterung. Dann gilt:
|Aut(N/K)| = [N : K]s < [N : K]

Offensichtlich ist N/K genau dann galoisch, wenn |Aut(N/K)| = [N : K].
Lemma 4. Seien K < L < M Kérpererweiterungen mit M /K galoisch.

1. M/L ist ebenfalls galoisch und Gal(M/L) < Gal(M/K).

2. Wenn auch L/K galoisch ist, so ist

p:Gal(M/K) — Gal(L/K),o — oL,
ein surjektiver Gruppenhomomorphismus.

Satz 5. SATZ VON ARTIN: Sei L ein Korper und G < Aut(L) eine Untergruppe.

1. K = L% :={6 € L|lo(0) = OVo € G} ist ein Korper, der FIXKORPER wvon G.

2. Fir eine endliche Untergruppe G ist L/K eine endliche Galois-Erweiterung mit [L : K] =
|G| =1 und Gal(L/K) = G.

3. Falls G unendlich ist und L/K algebraisch, so ist L/K eine unendliche Galois-Erweiterung
und es gilt G < Gal(L/K) (sogar G = Gal(L/K)).

Korollar 6. Sei L/K eine normale algebraische Korpererweiterung und G = Auty (L)
1. L/LC ist galoisch mit Galois-Gruppe G.
2. Ist L/K galoisch, so gilt L% = K.
3. Ist L/K inseparabel, so gilt L% /K rein inseparabel.

Satz 7. HAUPTSATZ DER GALOIS-THEORIE: Sei L/K eine galoische Frweiterung mit Galois-
Gruppe G = Gal(L/K). Wir definieren mit U = {U|U < G} und € = {E|K < E < L} die
Abbildungen

O:U—EU—LY

U:&—>UE— Gal(L/E)
und es gilt:

1. Do W =id, d.h. insbesondere ist ® surjektiv und ¥ injektiv. Wenn L/K endlich ist, so gilt
auch ¥ o ® =id, d.h. V,® sind zueinander invers.
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2. Sei U < G eine Untergruppe mit (¥ o ®)(U) = U. Der Fizkorper LY ist genau dann ga-
loisch iiber K, wenn U ein Normalteiler von G ist. In diesem Fall gilt fiir den surjektiven

Gruppenhomomorphismus
p:G— Gal(LY/K),0 — o|v

dass ker p = U und p induziert einen Isomorphismus G /U — Gal(LV /K).

Definition 8. Seien Ty, Ty < K zwei Teilkérper. Das KOMPOSITUM T4 - T ist der kleinste Teil-
korper von K der Ty und Ty enthilt. Offensichtlich gilt: Ty - To = T1(T3) = To(T1).

Korollar 9. Sei L/K endliche galoische Erweiterung und Eq, By zwei Zwischenkdrper mit Galois-
Gruppen Uy,Uy < G = Gal(L/K). Dann gilt:

1. . <Ey & U > U,
2. By -Ey=LUV1N02
3. By N Ey = LU1U2)

Bemerkung 10. Nach Satzl] haben wir fir endliche Galois-Erweiterungen L/K Bijektionen.
Nach Korollar[d drehen sich die Inklusionen um. So etwas nennt man auch KORRESPONDENZ .

Definition 11. FEine galoische Erweiterung L/ K heifft ABELSCH (bzw. ZYKLISCH, ) wenn Gal(L/K)
abelsch (bzw. zyklisch) ist.

Korollar 12. Sei L/K endliche abelsche (bzw. zyklische) Erweiterung. Dann ist fir jeden Zwi-
schenkérper E auch E/K abelsch (bzw. zyklisch,).

Satz 13. TRANSLATIONSSATZ: Sei L/K eine Kdrpererweiterung mit Zwischenkirper Eq, Eo, die
endliche galoische Erweiterungen von K sind. Dann gilt:

1. Ey - E5/K st wieder endlich und galoisch.
2. Der Homomorphismus ¢ : Gal(Fy - Ex/FE1) — Gal(Ee/Ey N Ey), 0 — o|g, ist bijektiv.
3. Der Homomorphismus ¢ : Gal(Ey - E2/K) — Gal(E1/K) x Gal(E2/K),0 +— (0|g,,0|E,) ist
injektiv und fir By N By = K sogar bijektiv.
4.2 Die Galois-Gruppe eines Polynoms

Definition 1. Sei K ein Korper, f € K[z] ein nichtkonstantes separables Polynom, und N/K ein
Zerfillungskdrper von f. Dann heifit Gal(f) := Gal(N/K) die GALOIS-GRUPPE DES POLYNOMS

f.

Satz 2. Sei f € K[x] ein separables Polynom mit deg f =n > 0 und 01,..0,, € N die Nullstellen
von f in einem Zerfillungskérper N/K. Die Abbildung

p:Gal(f) = S({01,..0n}) = 6y, 0 = 0lia,,.0.}

definiert eine treue Permutationsdarstellung von Gal f, d.h. einen injektiven Gruppenhomomor-
phismus. Das Polynom f ist genau dann irreduzibel, wenn es transitiv auf {61, ..6,} operiert.

Bemerkung 3. Sei L/K ecine endliche galoische Erweiterung mit [L : K| = n. Dann kann
Gal(L/K) als Untergruppe von &,, betrachtet werden.

Definition 6. Secien k ein Korper und T1,..T,, tber k algebraisch unabhdngig. Wir setzen L =
k(Ty,..T,) und lassen &, auf L durch Permutation operieren, d.h.

o(f(Tr,-Tn)) = F(To), - To(n))

Dann heifit der zugehorige Fizkorper K = LS der KORPER DER SYMMETRISCHEN RATIONALEN
FUNKTIONEN . Das Polynom f = a™+Tyx" 1 +..+T,, heiffit ALLGEMEINES POLYNOM VOM GRAD
N.
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Bemerkung 7. L/LS~ ist galoische Erweiterung mit [L : K| = n!. L ist Zerfillungskdrper von

n

g= H(a: —T,;) € L]

i=1
dber K. Man definiert das j-te ELEMENTARSYMMETRISCHE PoLyNOM durch s; :=T1 - .. - Tj.

Satz 8. Die elementarsymmetrischen Polynome sind algebraisch unabhdingig iber k und es gilt
K =k(s1,--8n)-

Satz 9. Das allgemeine Polynom vom Grad n, f € k(s1,..sp,) ist separabel und irreduzibel. Es gilt:
Gal(f) =6,
4.3 Kreisteilungskorper und Einheitswurzeln

Lemma 1. Sei K ein Kdrper und N/K ein Zerfillungskdrper des Polynoms fp, = 2™ — 1 € K|z]
fiir einn € N. Es gilt:

1. N/K ist galoisch

2. Wenn char K 1 n, dann ist W,, := {¢ € N|f.(¢) = 0} eine zu (Zy,+) isomorphe zyklische
Untergruppe von N*

3. Falls char K = p und n = p*m mit ggT(p,m) = 1, dann ist W,, = (Z,, +).

Definition 2. { € W, heifit n-te EINHEITSWURZEL. Falls W,, = (), spricht man von einer
PRIMITIVEN EINHEITSWURZEL.

Definition 4. Die Eulersche p-Funktion ¢ : N — N ist definiert durch p(n) = |Z)|
Lemma 5. FEs gilt:

1. ¢(n) = {0 <m < n|ggT(n,m) = 1}|

2. Ist ggT(n,m) = 1, dann ist p(nm) = p(n)p(m).

3. Sein=pi'-..-pF die Primfaktorzerlegung von n, dann gilt: ¢(n) = Hle p;'i_l(pi -1

Satz 6. Seim € Z,n € N. ([m]) = (Z,,+) & [m] € Z)}.

Korollar 7. Sei K ein Kiorper, n € N, so dass char K { n. Dann gibt es genau o(n) primitive n-te
Einheitswurzeln. Sei ¢ € Wy, primitiv und v € Z. (" ist genau dann primitiv, wenn [r] € Z.°.

Definition 8. Seien char K { n und (1,..Cy(n) die primitiven n-ten Einheitswurzeln. Dann heifft

o, = Hf:(q) (x — ¢;) das n-te KREISTEILUNGSPOLYNOM, und ein Zerfillungskorper K™ von ®,,
n-ter KREISTEILUNGSKORPER.

Satz 9. Q™) /Q ist eine endliche galoische Erweiterung mit [Q™ : Q] = p(n).

Satz 10. Sei K ein Korper und n € N mit char K 1 n. Ferner sei ( € W, primitiv und K™ =
K(Q).

1. K™ /K ist eine endliche abelsche galoische Erweiterung mit [K™ : K] < ¢(n).

2. Zu jedem o € Gal(K"™/K) existiert ein 1o € N mit o(¢) = (". Dabei ist [r,] € ZX
unabhdngig von ¢ eindeutig durch o bestimmt. Die Abbildung

U Gal(K™W/K) = 2,0 — [ro]
ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus, der fir K = Q sogar bijektiv ist.
Satz 11. Es gilt:

1. ®,, € K|x] ist normiert und separabel, deg ®,, = ¢(n)
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2. Fir K =Q gilt ,, € Z[z] und ®,, ist irreduzibel.

3. 2" —1= Hd\n,d>0 Dq

4. Sei char K { n. Anwenden des kanonischen Homomorphismus Z — K transformiert das n-te
Kreisteilungspolynom ®,, iber Q in das entsprechende Polynom ®,, iber K.

Satz 12. SATZ vON KRONECKER-WEBER: Sei L/Q mit L < C eine endliche abelsche galoische
Erweiterung. Dann existiert ein n € N mit L < Q™).

4.4 Lineare Galoistheorie und zyklische Erweiterungen

Definition 1. Sei G eine Gruppe und K ein Korper. Ein Gruppenhomomorphismus x : G — K*
heifst K-WERTIGER CHARAKTER von G.

Bemerkung 2. Es gilt:
1. x: G — K*, g1 ist trivialer Charakter
2. K-wertige Charaktere bilden eine Gruppe unter der Verkniipfung (x1 o x2)(9) = x1(9)x2(9)
3. Die Charaktere sind Teilmengen des K-Vektorraums Abb(G, K).

Satz 3. SATZ VON ARTIN: Seien x1,..Xn verschiedene K-wertige Charaktere der Gruppe G. Dann
sind x1,..Xn linear unabhingig als Elemente von Abb(G, K)

Korollar 4. Sei L/K eine endliche separable Erweiterung und {01, ..0,} eine K-Basis von L. Fiir
Hompg (L, K) = {01, ..0,} sind dann die Vektoren ¢; = (04(01),..0:(0r)) € K™ mit 1 <i < n linear
unabhdngig.

Bemerkung 5. Erinnerung an die Lineare Algebra: wir verwenden im Folgenden die Begriffe
Determinante, Spur, charakteristisches Polynom.

Definition 6. Sei L/K eine endliche Kdrpererweiterung. Fir 6 € L betrachte man die Linksmul-
tiplikation x — Ox als K-Vektorraumendomorphismus ¢g : L — L. Dann heif$it try, g (0) die SPUR
und Ny (0) = det ¢g die NORM wvon 0 beziiglich der Erweiterung L/K .

Lemma 7. Sei L/K eine endliche Kiorpererweiterung und 0 € L. Mit s = [L : K(0)] gilt dann:

tro i (0) = strey/x(0) A Npyx(0) = (Nk(9)/x(0))*

Satz 9. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Dann gilt:

1. Essei[L: K| =rs mits=[L: K|, und Homg (L, K) = {61,..0,}. Dann gilt fiir jedes 0 € L,
dass trp i (0) =73 ;4 03(0) und Nk (0) =T1;_, 0:(0))"

2. Sei M/L eine weitere endliche Erweiterung. Dann gilt: tryr/ g = trp g otrar p und Ny =
Np/xoNur

Korollar 10. Sei L/K eine endliche Erweiterung. Dann bleiben Spur und Norm invariant unter
Galois-Automorphismen, d.h.

Vo € L,oe Gal(L/K) : trL/K(a(H)) = t’I’L/K(G) /\NL/K(U(9>) = NL/K(H)

Korollar 11. Eine endliche Korpererweiterung L/ K ist genau dann separabel, wenn trp g : L —
K nicht die triviale Abbildung ist, also try i surjektiv ist.

Satz 12. HILBERT 90: Sei L/K eine endliche zyklische galoische Erweiterung mit Gal(L/K) = (o)
und 0 € L. Dann gilt:

1. NL/K(H) = 1@396 L* ZGZéU(é)_l
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2. trp(0) =030 €L:0=0—q(0)

Satz 13. Sei L/K eine Korpererweiterung und n € N, so daff char K { n und K eine primitive
n-te Einheitswurzel enthdlt.

1. Wenn L/K eine zyklische galoische Erweiterung mit [L : K] = n ist, dann gilt: L = K(6)
fiir ein 0 € L, dessen Minimalpolynom von der Form x™ — ¢ mit c € K ist.

2. Sei 6 € L die Nullstellen eines Polynoms ™ — ¢ € K|x] und L = K(0). Dann ist L/ K eine
zyklische Galoische Erweiterung, d = [L : K| | n und 0% € K (d.h. 2% — 0 € K[z] ist das
Minimalpolynom von 0).

Satz 14. ARTIN-SCHREIER: Sei L/K eine Kirpererweiterung mit char K = p > 0.

1. Wenn L/K eine zyklische galoische Erweiterung mit [L : K] = p ist, dann ist L = K(0) fiir
ein 6 € L, dessen Minimalpolynom fy € K[z]| von der Form 2 —x — ¢ mit ¢ € K ist.

2. Seif € L eine Nullstelle dieses Polynoms P —x—c € K[z] und L = K(0). Dann ist L/ K eine
zyklische galoische Erweiterung. Entweder zerfallt das Polynom xP — x — ¢ tiber K vollstindig
in Linearfaktoren, oder aber es ist irreduzibel und es gilt [L : K] =p

4.5 Auflosbarkeit durch Radikale

Definition 1. Eine endliche separable Erweiterung L/K heifst durch Radikale auflésbar, wenn es
eine endliche Erweiterung E/L und einen Korperturm K = Eg < Fy < .. < E, = E gibt, wobei
Ez'+1 = Ez(eH-l) mit

1. 0,41 ist eine FEinheitswurzel

2. 0,41 ist Nullstelle eines Polynoms x™ — ¢ € E;[z], falls char K t n bzw. 2P — x — ¢, falls
char K =p

Bemerkung 2. Im Fall (2) kann 0.B.d.A. n € P angenommen werden.

Definition 3. Eine endliche Kdorpererweiterung L/K heifit AUFLOSBAR, wenn es eine endliche
Erweiterung E/L gibt, so dass E/K galoisch ist und die Gruppe Gal(E/K) auflosbar ist.

Lemma 4. Sei G eine endliche auflosbare Gruppe. Dann besitzt G eine Normalreihe, deren Fak-
toren zyklisch von Primzahlordnung sind.

Satz 5. Die endliche Erweiterung L/ K ist genau dann durch Radikale auflosbar, wenn L/K auf-
losbar.

Korollar 6. Sei K ein Korper und f € Klx] ein irreduzibles Polynom. Die Nullstellen von f
lassen sich genau dann in eine geschlossene algebraische Formel mit Radikalen einschieben, wenn
die Galois-Gruppe des Zerfillungskorpers von f auflosbar ist.

Korollar 7. SATZ VON ABEL: Die allgemeine Gleichung n-ten Grades ist fiir n = 1,2,3,4 durch
Radikale auflosbar, aber nicht fiirn > 5
4.6 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Bemerkung 1. Der Ubergang z — Z entspricht der Spiegelung an der reellen Achse. Dies Konju-
gation ist mittels Zirkel und Lineal konstruierbar.

Lemma 2. Fir {0,1} C M ist <(M) ein Korper, der insbesondere Q(i) enthdlt.
Satz 3. Sei {0,1} C M C C und z € C Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. z e <a(M)

2. Es existiert ein Korperturm K = Q(M U ]\7[) = Lo < Ly,.,.L, < C mit z € L, und
[LZL1_1]=2fm"1§2§n

3. FEs emistiert eine galoische Erweiterung N/K mit z € N und [N : K] = 2™ fiir ein m € N
22



Korollar 4. Die Verdopplung eines Wiirfels mit Zirkel und Lineal ist nicht maoglich.

Korollar 5. Fiir alle Winkel 0 < ¢ < 27 fiir die ¢'® transzendent tiber Q ist, ist die Dreiteilung
mit Lineal und Zirkel nicht méglich.

Korollar 7. Die Quadratur des Kreises ist mit Zirkel und Lineal unmdaglich.

Korollar 8. Sei 3 <n € N. Das regelmdfSige n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal konstru-
ierbar, wenn p(n) = 2™ fir ein m € N.

Bemerkung 9. Firn <17 sind nur das 7-Eck, das 9-FEck und das 13-Eck nicht konstruierbar.

Definition 10. Fir k € N heifit Fy, := 2") 41 die k-te FERMATSCHE ZAHL. Falls Fy prim, so
spricht man von einer FERMATSCHEN PRIMZAHL.

Lemma 12. Sein > 2. p(n) ist genau dann eine Potenz von 2, wenn es paarweise verschiedene
Fermatsche Primzahlen py,..p, ¢ibt sowie eine Zahln € N mit n =2"py - .. - p,..
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