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ZusammenfassungDie Begriffe
”
unter-“ bzw.

”
überbestimmt“ werden häufig auch im Zu-

sammenhang mit Differentialgleichungen benutzt, da sie scheinbar ganz natürlich und klar
sind. Tatsächlich ist es aber gar nicht so einfach, eine mathematisch präzise Definition an-
zugeben. In engem Zusammenhang dazu steht die Frage nach derGröße des Lösungsraums
einer Differentialgleichung, die jedoch im allgemeinen von dem betrachteten Funktionen-
raum abhängt. Relativ einfache Antworten für beide Probleme lassen sich geben, wenn man
sich auf den formalen Lösungsraum zurückzieht, also nur formale Potenzreihenlösungen
betrachtet. Eine moderne mathematische Formulierung beruht dann auf der geometrischen
Theorie der Jetbündeln und der algebraischen Dimensionstheorie polynomialer Moduln.
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1 Einleitung

Für Mathematiker ist es normalerweise selbstverständlich, daß sie nur mit exakt definierten
Begriffen arbeiten. Trotzdem wird kaum ein Mathematiker stutzig, wenn er (oder sie) von
einem unter- oder überbestimmten System von Differentialgleichungen hört. Dabei zeigt
eine Literatursuche ziemlich schnell, daß es gar nicht so einfach ist, eine strenge Definition
dieser Begriffe zu finden (selbst in Literaturstellen, in denen sie vorkommen!).

Auf Nachfrage erhält man in der Regel Antworten, die auf einem Vergleich der Anzahl
der Gleichungen und der unbekannten Funktionen beruhen. Wie wir später sehen werden, ist
dieser Ansatz jedoch mitunter irreführend – insbesonderein der für die Theoretische Physik
wichtigen Situation, daß eine Eichsymmetrie vorliegt. Es ist naheliegend, anzunehmen, daß
diese Vorgehensweise wohl von der Linearen Algebra herrührt, beruht jedoch selbst hier auf
einer Verwechslung von Definition und Kriterium (man wird auch kaum ein Lehrbuch der
Linearen Algebra finden, das diese Begriffe tatsächlichdefiniert).
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In der vorliegenden Arbeit soll eine mathematisch präziseDefinition unter- und über-
bestimmter Systeme von Differentialgleichungen vorgestellt werden. Es wird sich heraus-
stellen, daß eine solche Definition zum einen nicht mehr sehranschaulich ist (man erhält
allerdings eine gewisse Anschaulichkeit über nachfolgende Sätze zurück) und zum anderen
einen durchaus anspruchsvollen mathematischen Apparat benötigt. Wir werden zunächst ei-
ne mehr

”
kochrezepthaftige“ Darstellung geben, die dafür ohne fortgeschrittenere mathema-

tische Konzepte wie Mannigfaltigkeiten oder Moduln auskommt. Anschließend skizzieren
wir für Leser mit entsprechenden Kenntnisse den genauen mathematischen Hintergrund. Für
eine vertiefte Behandlung der hier diskutierten Fragestellungen verweisen wir auf [32] und
die dort zitierte Literatur.

Im nächsten Abschnitt werden wir kurz auf die Definition unter- bzw. überbestimmter
Systeme im Rahmen der Linearen Algebra eingehen. Es folgt eine an Beispielen orientierte
Einführung in die verschiedenen Möglichkeiten bei Systemen von Differentialgleichungen:
in Abschnitt 3 für gewöhnliche und in Abschnitt 4 für partielle Differentialgleichungen.

In Abschnitt 5 beginnen wir damit, die eher vorher intuitiveDiskussion mathematisch zu
präzisieren; wir zeigen, wie der Größe des Lösungsraumseiner Differentialgleichung mittels
des Begriffs eines formal korrekt gestellten Anfangswertproblem quantifiziert werden kann.
Anschließend betrachten wir die geometrische Modellierung von Differentialgleichungen
mittels Jetbündel. Zur Veranschaulichung der Bedeutung der dabei eingeführten Begriffe
behandelt Abschnitt 7 die systematische Konstruktion formaler Potenzreihenlösungen. Die
effektive Anwendung der entwickelten geometrischen Theorie erfordert die Einführung al-
gebraischer Techniken; derÜbergang von der Geometrie zur Algebra basiert dabei auf dem
in Anschnitt 8 diskutierten Begriffs des (Haupt)Symbols. Mit dessen Hilfe erreichen wir
dann in Abschnitt 9 auch endlich unser Ziel einer präzisen Definition der Begriffe unter-
bzw. überbestimmt.

2 Lineare Gleichungssysteme

Bevor wir uns Differentialgleichungen zuwenden, betrachten wir zunächst kurz die wesent-
lich einfachere Situation bei linearen Gleichungssystemen, die jedoch bei genauerer Be-
trachtung auch nicht ganz frei von̈Uberraschungen ist.

Ein lineares GleichungssystemAx = b heißtunterbestimmt, wenn es nicht alle Kom-
ponenten des Lösungsvektorsx eindeutig bestimmt; dies stellt offensichtlich die natürliche
Definition dieses Begriffs dar. Ein klassischerSatzder Linearen Algebra besagt nun, daß
ein (lösbares) System genau dann unterbestimmt ist, wenn der Rang der MatrixA kleiner
als die Dimensionn des Vektorsx ist, d.h. wenn wir wenigerunabḧangigeGleichungen
als Unbekannte haben. Man beachte, daß auch dieses einfacheAbzählkriterium nicht un-
mittelbar auf das Ausgangssystem angewendet werden kann, sondern daß man dieses erst
mit dem Gauß-Algorithmus auf eine Treppenform bringen oderauf sonst eine Art eventuell
vorhandene abhängige Gleichungen entfernen muß.

Wir sprechen von einemwohlbestimmtenSystem, wenn seine Lösung eindeutig ist. Wie-
der sagt uns die Lineare Algebra, daß dies bei einem lösbaren System genau dann der Fall
ist, wenn der Rang der KoeffizientenmatrixA gleich der Anzahl der Unbekanntenx ist.
Wenn keine abhängigen Gleichungen vorhanden sind, dann bedeutet dies, daß wir es mit
einem quadratischen System zu tun haben.

Bleibt die Frage, wie ein̈uberbestimmteslineares Gleichungssystem aussieht? Solange
wir wirklich von einem Gleichungssystem reden, lautet die –vielleicht überraschende –
Antwort, daß es so etwas nicht gibt, da offensichtlich für jede(m × n)-Matrix A gilt, daß
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rg A ≤ n (das System kann nicht mehr alsn unabhängige Gleichungen enthalten), und
wir damit für lösbare Systeme bereits alle Möglichkeiten ausgeschöpft haben. Die Situation
ändert sich, wenn wir nicht mehr von einem linearen Gleichungssystem, sondern von einem
linearen Ausgleichsproblem reden.1 Hier macht es keinen Sinn, von linearer Abhängigkeit
zwischen den Gleichungen zu sprechen, da diese in der Regel inkonsistent sind, und man
kann wirklich einfach die Anzahl der Ausgangsgleichungen zählen.

In den wenigsten Vorlesungen über Lineare Algebra werden die Begriffe unter- bzw.
überbestimmt vorkommen, da man hier mittels der Dimensionstheorie affiner Räume viel
präziser formulieren kann: offensichtlich bedeutet Unterbestimmtheit gerade, daß die Di-
mension des Lösungsraums positiv ist, da der oben angesprochene Satz gerade diese Dimen-
sion mit dem Rang der MatrixA verknüpft. Man sollte vielleicht noch bemerken, daß dieser
einfache Zusammenhang zwischen der Anzahl der Gleichungenund der Dimension des
Lösungsraums bereits dann verloren geht, wenn man allgemeiner polynomiale Gleichungen
betrachtet, also von der Linearen Algebra in Richtung Algebraische Geometrie geht: der
(verallgemeinerte) Krullsche Hauptidealsatz liefert dann nur noch eine Ungleichung – siehe
[19] für eine ausführlichere Diskussion solcher Fragen.

3 Gewöhnliche Differentialgleichungen

Die allererste Differentialgleichung, die ein Mathematiker in seinem Leben sieht, ist typi-
scherweise von der Gestaltu′ = f(x, u). Hierbei stehtu, die abḧangige Variable, für eine
unbekannte Funktionu = u(x) derunabḧangigen Variablenx undu′ ist die übliche Kurz-
notation für die erste Ableitungdu/dx. Es handelt sich also um eine skalare gewöhnliche
Differentialgleichung erster Ordnung.

Bei intensiverer Beschäftigung mit der Theorie gewöhnlicher Differentialgleichungen
zeigt sich jedoch schnell, daß es für viele Fragen keinen nennenswerten Unterschied macht,
wenn man auf Systeme der Formu′ = f(x,u) für einen Vektoru abhängiger Variablen
verallgemeinert. So erhält man unter relativ schwachen Stetigkeitsbedingungen an die rech-
te Seitef einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz für Lösungen; insbesondere werden keine
weiteren strukturellen Annahmen benötigt. Trivialerweise enthält jedes System dieser Form
genau so viele Gleichungen wie unbekannte Funktionenu vorliegen. Es stellt keine wirkli-
che Beschränkung der Allgemeinheit dar, daß wir hier angenommen haben, daß ein System
erster Ordnung vorliegt, da sich jedes System höherer Ordnung elementar in ein äquivalen-
tes System erster Ordnung umschreiben läßt, in dem man zus¨atzliche abhängige Variablen
einführt, die Ableitungen der ursprünglichen abhängigen Variablen entsprechen.

Die Situation ändert sich deutlich, wenn man zu einem allgemeinen System gewöhn-
licher DifferentialgleichungenF(x,u,u′) = 0 übergeht, wobei wir nun auch nicht mehr
voraussetzen wollen, daß die Anzahl der Gleichungen und derunbekannten Funktionen
übereinstimmt. Solche Systeme treten ganz natürlich in zahlreichen Anwendungsgebieten
auf, z.B. bei der Simulation mechanischer Systeme mit Zwangsbedingungen oder elektri-
scher Schaltkreise, in der Steuerungs- und Regelungstechnik oder bei der Diskretisierung
mancher partieller Differentialgleichungen (viele konkrete Beispiele werden in [1] disku-
tiert – siehe auch [18,24]). Unglücklicherweise hat jedesGebiet seine eigene Terminolo-
gie entwickelt und so gibt es eine Vielzahl von Begriffen für diese allgemeineren Formen

1 Zu einer Betrachtung als Ausgleichsproblem wird man auch automatisch geführt, wenn man mit einer
inexakten Arithmetik, d.h. unter dem Einfluß von Rundungsfehlern, arbeitet, da nun die lineare Abhängigkeit
von Gleichungen nicht mehr sicher entschieden werden kann.



4

gewöhnlicher Differentialgleichungen: implizite Systeme, singuläre Systeme, differential-
algebraische Systeme (oft kurz DAE genannt nach der englischen Bezeichnungdifferential
algebraic equations), Systeme in Deskriptorform, . . .

Sowohl die theoretische als auch die numerische Behandlungsolcher allgemeiner Sy-
steme führt zu neuen Phänomenen, die bei der klassischen aufgelösten Formu′ = f(x,u)

nicht auftreten. Aufgrund der impliziten Abhängigkeit von u′ kann es vor allem zu einer
ganzen Reihe verschiedener Arten singulären Verhaltens kommen, was wir jedoch hier trotz
großer Bedeutung für die Praxis ignorieren werden (insbesondere werden wir stets anneh-
men, daß alle relevanten Jacobi-Matrizen konstanten Rang besitzen). Uns interessiert hier
mehr die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen (in einer Umgebung
eines regulären Punktes).

A priori läßt sich hier für ein allgemeines System keine Aussage treffen. Der Grund
ist die mögliche Existenz

”
versteckter“ Gleichungen, die aus dem ursprünglichen System

durch eine Kombination von Differentiationen und algebraischen Umformungen gewonnen
werden können. In der Mathematik ist der AusdruckIntegrabilitätsbedingungen̈ublich, der
allerdings häufig zu Mißverständnissen führt, da es sichweder um Bedingungen an eventuell
vorhandene Parameter noch um von außen zusätzlich auferlegte Einschränkungen handelt:
die so gewonnenen Gleichungen werden von jeder Lösung des Ausgangssystems automa-
tisch erfüllt. Falls es möglich ist, eine Gleichung der Form 1 = 0 abzuleiten, dann kann es
offensichtlich keine Lösung geben und das System ist inkonsistent.

Die systematische Suche nach Integrabilitätsbedingungen wird als Vervollsẗandigung
des Ausgangssystems bezeichnet; sie kann als Verallgemeinerung des Gauß-Algorithmus
für lineare Gleichungssysteme aufgefaßt werden. Wie dieser verändert sie den Lösungs-
raum nicht, sondern dient lediglich dazu, leichter Aussagen über dessen Eigenschaften zu
gewinnen. In der numerischen Theorie spricht man häufig voneinerIndexreduktionanstelle
einer Vervollständigung; Physiker kennen für den Spezialfall Hamiltonscher Systeme den
sogenanntenDirac-Algorithmus.

Aufgrund unserer Regularitätsannahmen dürfen wir annehmen, daß wir möglichst viele
Gleichungen nach einer Ableitung aufgelöst haben. In dieser sogenanntensemi-expliziten
Form spalten wir den Vektoru in zwei Komponentenv und w auf, so daß unser System
folgende Form annimmt:

v
′ = g(x,v,w,w′) , (1a)

0 = h(x,v, w) . (1b)

(Die Dimension der Komponentev, d.h. die Anzahl der Gleichungen (1a), die nach einer
Ableitung aufgelöst werden können, entspricht offensichtlich dem Rang der Jacobi-Matrix
∂F/∂u′). Die Form (1) erklärt auch die Bezeichnung

”
differential-algebraisches“ System,

da offensichtlich eine Mischung aus Differentialgleichungen (1a) und algebraischen Glei-
chungen (1b) vorliegt. Es ist nun klar, daß eventuell durch Ableiten des algebraischen An-
teils des Systems neue unabhängige Gleichungen, d.h. Integrabilitätsbedingungen, erzeugt
werden können. Allgemein tritt dieses Problem bei gewöhnlichen Differentialgleichungen
immer dann auf, wenn ein System Gleichungen unterschiedlicher Ordnung umfaßt.

Beispiel 1 Wir betrachten ein einfaches, aber typisches Beispiel aus der Mechanik: die Be-
wegungsgleichungen eines Pendels. Die masselose Pendelstange besitze die Längeℓ und
der Pendelkörper die Massem (siehe Abb. 1). Die Position des Pendels werde durch die
kartesischen Koordinaten(x, y) angegeben. Offensichtlich liefert dies zu viele Freiheitsgra-
de, denn wir könnten das Pendel ausschließlich mit dem Auslenkungswinkelθ beschreiben.
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Diese Redundanz wird zu Zwangsbedingungen führen. Im vorliegenden Fall wäre es trivi-
al, die Bewegungsgleichungen direkt fürθ aufzustellen und so zu einer Beschreibung oh-
ne Zwangsbedingungen zu kommen. Der Entwurf komplexer mechanischer Systeme erfolgt
heute aber in der Regel modular und die Wechselwirkung zwischen den verschiedenen Kom-
ponenten wird dann durch Zwangsbedingungen modelliert. Unser Beispiel ist ein einfacher
Prototyp für die Bewegungsgleichungen, die eine solche Vorgehensweise liefert.

x

y

θ

m

ℓ

G

Z

Abb. 1 Pendel in kartesischen Koordinaten

Zum Aufstellen der Newtonschen Bewegungsgleichungen ben¨otigen wir die auf das
Pendel einwirkenden Kräfte. Dies ist zum einen die iny-Richtung wirkende Gravitations-
kraftG der Größemg mit der Erdbeschleunigungg sowie zum anderen die ZugkraftZ in der
Pendelstange, die den Pendelkörper auf seiner Kreisbahn hält. Von der ZugkraftZ kennen
wir a priori nur die Richtung, nämlich zum Aufhängepunkt hin, aber nicht ihre Größeλ. Da-
her betrachten wir zunächstλ als eine weitere Unbekannte (Lagrange-Multiplikator). Nach
Newton erhalten wir damit als Bewegungsgleichungen:2

mẍ = −λx , mÿ = mg − λy . (2a)

Außerdem muß das Pendel noch die folgende Zwangsbedingung erfüllen:

x2 + y2 = ℓ2 (2b)

(der Pendelkörper bewegt sich auf einem Kreis mit Radiusℓ). Sie eliminiert die oben an-
gesprochene Redundanz in unserer Modellierung, denn die Gleichung (2b) läßt sich offen-
sichtlich lösen, in dem wir schreibenx = ℓ sin θ undy = ℓ cos θ. Man kann sich aber leicht
vorstellen, daß bei komplizierteren Problemen ein explizites Auflösen der Zwangsbedingun-
gen nicht mehr so einfach möglich ist.3

2 Wir folgen hier der üblichen Konvention, daß Zeitableitungen durch einen Punkt anstelle eines Strichs
gekennzeichnet werden. Wir haben es hier also mit Gleichungen zweiter Ordnung zu tun.

3 Selbst in Fällen, wo ein Auflösen möglich ist, muß es nichtunbedingt vorteilhaft sein. Man erhält
dann zwar weniger Gleichungen; diese sind dafür unter Umständen deutlich komplizierter. So erfordert das
Auflösen in der Regel, daß algebraische oder trigonometrische Funktionen eingeführt werden müssen. Dies
erschwert nicht nur die analytische Behandlung der Bewegungsgleichungen, auch eine numerische Auswer-
tung wird dadurch deutlich aufwendiger.
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Die Zwangsbedingung (2b) muß zu allen Zeitent erfüllt sein. Damit muß aber auch ihre
Zeitableitung identisch verschwinden und Differenzierenliefert die Integrabilitätsbedingung

xẋ + yẏ = 0 . (2c)

Anschaulich besagt sie, daß der Geschwindigkeitsvektor des Pendels stets tangential an den
Kreis anliegt. Erneutes Differenzieren (d.h. Betrachten des Beschleunigungsvektors) führt
zu der Gleichung

xẍ + yÿ + ẋ2 + ẏ2 = 0 . (2d)

Die Beschleunigungen̈x und ÿ sind durch die Newtonschen Gleichungen gegeben und Ein-
setzen von (2a) in (2d) liefert nun eine algebraische Gleichung für den Multiplikatorλ:

λ =
m(ẋ2 + ẏ2) + gy

x2 + y2 . (2e)

Durch die Analyse der versteckten Integrabilitätsbedingungen sind wir also in der Lage die
Größe der ZugkraftZ in der Pendelstange explizit zu bestimmen (was auch für praktische
Anwendungen sehr wichtig ist, da in einem realen System die Stange bei zu großer Bela-
stung bricht). Streng genommen müßte auch die Gleichung (2e) noch zweimal differenziert
werden, um auch Gleichungen für die Ableitungenλ̇ und λ̈ zu erhalten und damit die Ver-
vollständigung der Bewegungsgleichungen zu beenden. Praktisch ist dies aber nicht nötig,
da (2e) den Multiplikator bereits eindeutig bestimmt.

Man beachte noch folgenden Effekt der Zwangbedingungen. Bei einem expliziten Sy-
stem zweiter Ordnung für drei Funktionenx(t), y(t), λ(t) können wir insgesamt sechs An-
fangsbedingungen vorgeben, z.B. die Wertex(0), y(0), λ(0), ẋ(0), ẏ(0), λ̇(0). Hier können
wir jedoch nur zwei Bedingungen an die Lösung stellen: fürλ sind keinerlei Vorgaben
möglich aufgrund der expliziten Gleichung (2e) und aufgrund der Gleichungen (2b) und (2c)
können wir nurx(0) odery(0) bzw. nurẋ(0) oderẏ(0) vorgeben (dies entspricht natürlich
genau der Anzahl an Anfangsbedingungen für die äquivalente Gleichung̈θ = g

ℓ
sin θ). Aus

diesem Grund ist es naheliegend, das Gesamtsystem (2) als überbestimmt anzusehen, ob-
wohl das Ausgangssystem bestehend aus (2a) und (2b) genausoviele Gleichungen wie un-
bekannte Funktionen enthielt. ⊳

4 Partielle Differentialgleichungen

Bei partiellen Differentialgleichungen gibt es naturgem¨aß ein reicheres Spektrum an Mög-
lichkeiten. Selbstverständlich kann auch hier ein allgemeines System Gleichungen unter-
schiedlicher Ordnung enthalten und in diesem Fall können wir wieder eventuell durch Dif-
ferenzieren der Gleichungen niedrigerer Ordnung Integrabilitätsbedingungen produzieren.
In der Praxis spielt aber ein anderer Mechanismus zur Erzeugung von Integrabilitätsbedin-
gungen eine wesentlich größere Rolle, nämlich (verallgemeinerte)Überkreuzableitungen.

Auch das Studium partieller Differentialgleichungen beginnt man üblicherweise mit
dem skalaren Fall; im Gegensatz zu gewöhnlichen Differentialgleichungen ist jetzt aber der
Übergang zu Systemen nicht mehr trivial. Um eine ähnliche Theorie zu erhalten, benötigt
man einestrukturelleAnnahme: es muß die Existenz einer ausgezeichneten unabhängigen
Variablent (die wir der Einfachheit halber als

”
Zeit“ bezeichnen wollen, auch wenn das

nicht immer Sinn macht) vorausgesetzt werden, so daß jede Gleichung in dem System nach
einer Zeitableitung aufgelöst werden kann.
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Wenn wir uns im folgenden zunächst wieder auf Systeme erster Ordnung beschränken,
dann erhalten wir damit also die Form

ut = f(x, t,u,ux) . (3)

Hier bezeichnet der Vektorx alle verbleibenden unabhängigen Variablen und die abhängi-
gen Variablenu repräsentieren jetzt Funktionenu(x, t). Der Vektorut enthält alle Zeita-
bleitungen dieser Funktionen undux ist eine Abkürzungen für alle ersten Ableitungen nach
den

”
Ortsvariablen“x. Systeme, die – eventuell nach einer Koordinatentransformation –

auf die Form (3) gebracht werden können, heißen Systeme inCauchy-Kovalevskaya-Form
(odernormaleSysteme), da für sie mit dem Satz von Cauchy-Kovalevskaya ein allgemei-
ner Existenz- und Eindeutigkeitssatz (für analytische L¨osungen) vorliegt – siehe z.B. [15,
25]. Wir werden später sehen, daß genau diese Systeme wohlbestimmt (also weder unter-
noch überbestimmt) sind. Offensichtlich umfaßt jedes System der Form (3) genau so viele
Gleichungen wie unbekannte Funktionen, allerdings gilt nicht die Umkehrung: nicht jedes
System mit derselben Anzahl von Gleichungen und unbekannten Funktionen kann auf die
Form (3) gebracht werden, wie wir unten mit einem Beispiel demonstrieren werden.

Anmerkung 2Man sollte an dieser Stelle noch anmerken, daß bei partiellen Differential-
gleichungen die Beschränkung auf Systeme erster Ordnung eine leichte Einschränkung be-
deutet, da hier die Transformation Gleichungen höherer Ordnung auf ein äquivalentes Sy-
stem erster Ordnung immer zu einem überbestimmten System führt. Als konkretes Beispiel
betrachten wir die Laplace-Gleichunguxx + uyy = 0. Wir führen zwei neue abhängige
Variablen ein durch die Gleichungen

v = ux , w = uy . (4a)

Damit können wir die Laplace-Gleichung schreiben als

vx + wy = 0 . (4b)

Scheinbar haben wir damit ein System erster Ordnung mit genau so vielen unbekannten
Funktionen wie Gleichungen erhalten. Wenn man aber die erste Gleichung in (4a) nachy
und die zweite nachx ableitet, dann sieht man sofort, daß die Integrabilitätsbedingung

vy − wx = 0 (4c)

entsteht. Der Laplace-Gleichung entspricht also ein System erster Ordnung mit vier Glei-
chungen für drei unabhängige Funktionen. Die Integrabilitätsbedingung (4c) ist dabei ent-
scheidend dafür, daß das System (4) die Elliptizität der Laplace-Gleichung erhält (siehe [17]
für eine ausführlichere Diskussion solcher Fragen). ⊳

Beispiel 3 Wir betrachten dieinkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen, die das Strö-
mungsverhalten inkompressibler Flüssigkeiten beschreiben. Hier haben wir als unabhängige
Variablen die Ortsvariablenx, y, z sowie die Zeitt und als abhängige Variablen zum einen
den dreidimensionalen Geschwindigkeitsvektoru der Strömung und zum anderen den ska-
laren Druckp. Die Erhaltungssätze für den Impuls bzw. die Masse führen dann zu den
folgenden Differentialgleichungen füru undp:

ut + (u · ∇)u = ν∆u − ∇p , (5a)

∇ · u = 0 . (5b)
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Der Diffusionstermν∆u mit dem Laplace-Operator∆ = ∂xx + ∂yy + ∂zz und der Diffusi-
onskonstantenν, der (5a) zu einer Gleichung zweiter Ordnung macht, ist fürunsere Zwecke
nicht so wichtig, so daß wir ihn zunächst ignorieren (und damit streng genommen dieEuler-
Gleichungenbetrachten) und so tun, als ob wir ein System erster Ordnung behandeln.

Oberflächlich betrachtet, handelt es sich bei (5) um ein System mit der gleichen Anzahl
von Gleichungen und unbekannten Funktionen, so daß man erwarten würde, daß das Sy-
stem wohlbestimmt ist. Ein genauerer Blick zeigt jedoch, daß es nicht möglich ist, (5) auf
Cauchy-Kovalevskaya-Form zu bringen, da keine Zeitableitung des Drucks auftritt. Auch
eine Koordinatentransformation bringt hier keine Abhilfe.

Dafür überzeugt man sich leicht davon, daß in (5) eine Integrabilitätsbedingung ver-
steckt ist (dies wäre bei einem System in Cauchy-Kovalevskaya-Form nicht möglich): wenn
man die Zeitableitung der Inkompressibilitätsbedingung(5b) von der Divergenz des Teilsy-
stems (5a) abzieht, erhält man

∆p = −∇ ·
`

(u · ∇)u
´

, (5c)

d.h. eine Poisson-Gleichung für den Druck. Diese zusätzliche Gleichung ist wesentlich für
die numerische Behandlung von (5), da ohne sie kein numerisches Verfahren zu einem
geschlossenen Gleichungssystem führt. Wir erwarten also, daß die vollen Navier-Stokes-
Gleichungen (d.h. inklusive der Poisson-Gleichung (5c) f¨ur den Druck) ein überbestimmtes
System darstellen, was sich auch als richtig erweisen wird. ⊳

Man kann nun – analog zu unserer Vorgehensweise bei gewöhnlichen Differential-
gleichungen – anfangen, bei einem allgemeines System partieller Differentialgleichungen
F(t,x,u,ut,ux) = 0 so viele Gleichungen wie möglich nach einer Zeitableitungauf-
zulösen. Entsprechend der semi-expliziten Form (1) erhalten wir dann bei einer geeigneten
Aufspaltung vonu in zwei Komponentenv undw ein System der Form

vt = g(t,x,v,w,vx,wx,wt) , (6a)

0 = h(t,x, v,w,vx,wx) . (6b)

Man beachte jedoch folgenden fundamentalen Unterschied: während (1b) eine algebraische
Gleichung ist, ist (6b) in der Regel immer noch eine Differentialgleichung erster Ordnung.
Von daher überzeugt die öfters zu sehende Terminologie PDAE (von der englischen Be-
zeichnungpartial differential algebraic equations) nicht sonderlich.

Wennx wirklich ein Vektor ist, d.h. wenn wir insgesamt mehr als zwei unabhängige
Variablen haben, dann stellt im Gegensatz zu (1) das System (6) noch keine Normalform
dar. Denn wir können unter den Ortsvariablenx eine weitere Variable, sagen wirz, aus-
zeichnen und versuchen, möglichst viele der Gleichungen im Teilsystem (6b) nach einer
z-Ableitung aufzulösen. Dies führt zu einer weiteren Partitionierung der Komponentew der
abhängigen Variablen. Bei einer hinreichend großen Anzahl von unabhängigen Variablen
(und Gleichungen im System) muß dieser Schritt noch mehrmals durchgeführt werden, bis
eine Normalform erreicht wird, die dann ähnlich zu der aus der Linearen Algebra vertrauten
Treppenform ist (die Jacobi-Matrix des Systems besitzt dann in der Tat Treppenform).

Beispiel 4 Die Maxwell-Gleichungen bilden die Grundlage der Elektrodynamik und be-
schreiben die zeitliche und räumliche Entwicklung des elektrischen FeldsE und des ma-
gnetischen FeldsB. Wenn wir sie der Einfachheit halber im Vakuum betrachten, besitzen
sie in natürlichen Einheiten die Form:

Et = ∇ × B = rotB , Bt = −∇ × E = − rotE , (7a)

0 = ∇ · E = divE , 0 = ∇ · B = divB . (7b)
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Offensichtlich besitzen sie bereits die Form (6). Die Evolutionsgleichungen (7a) stellen für
sich alleine genommen ein System in Cauchy-Kovalevskaya-Form dar. Da wir aber zusätz-
lich noch die Gauß- oder Divergenzgleichungen (7b) haben, erwarten wir intuitiv, daß (7)
ein überbestimmtes System ist. Dies wird sich später auchals richtig erweisen.

Die Überbestimmtheit äußert sich u.a. darin, daß wir (ähnlich wie beim Pendel) als An-
fangsbedingungen die FunktionenE0 = E(t = 0) undB0 = B(t = 0) nicht beliebig vorge-
ben dürfen, sondern beide Funktionen müssen divergenzfrei gewählt werden. Aus formaler
Sicht können wir auch sagen, daß wir z.B. diex- und diey-Komponente vonE0 frei wählen
dürfen, während wir diez-Komponente vonE0 nur auf der Ebenez = 0 vorschreiben
können (und analog für das FeldB0). Hier betrachten wir dann die Divergenzgleichungen
(7b) als eine

”
Evolutionsgleichung“ fürE0 mit der

”
Zeit“ z.4

Bei diesen Betrachtungen haben wir implizit vorausgesetzt, daß keine versteckten Inte-
grabilitätsbedingungen in (7) existieren. Dies ist aber nicht selbstverständlich, sondern muß
– wie bei jedem überbestimmten System – explizit überprüft werden. So können wir von den
Gleichungen in (7a) die Divergenz nehmen und davon die Zeitableitung der Gleichungen in
(7b) abziehen. Dies führt zu den beiden Gleichungendiv rotE = div rotB = 0, die aber
nach einem klassischen Satz der Vektoranalysis für jedes Vektorfeld erfüllt sind und damit
keine neuen Bedingungen an die FelderE undB stellen. ⊳

Beispiel 5 Im Rahmen der Elementarteilchenphysik bevorzugt man es, den Elektromagne-
tismus als eineU(1)-Yang-Mills-Theoriezu beschreiben. Wenn wir uns der Einfachheit hal-
ber auf eine Raumdimension beschränken, dann erhalten wirals Feldgleichungen das fol-
gende System zweiter Ordnung für zwei unbekannte Funktionenu(x, t) undv(x, t)

vtt − uxt = 0 , vtx − uxx = 0 . (8)

Für eine Cauchy-Kovalevskaya-Form zweiter Ordnung müßte es möglich sein, die eine Glei-
chung nachutt und die andere Gleichung nachvtt aufzulösen. In der angegebenen Form
kann offensichtlich nur nachvtt aufgelöst werden, dautt nirgends explizit auftritt. Es ist sehr
instruktiv, zu versuchen, durch eine Koordinatentransformationx̄ = ax+ bt, t̄ = cx+ dt ei-
ne Cauchy-Kovalevskaya-Form zu erreichen. Man stellt schnell fest, daß dies nicht möglich
ist, da beim Auflösen immer entweder der Koeffizient vorut̄t̄ oder der vorvt̄t̄ verschwindet.

Man könnte angesichts der bisherigen Beispiele befürchten, daß auch hier versteck-
te Integrabilitätsbedingungen zu einerÜberbestimmtheit führen. Tatsächlich wird sich (8)
aber später als ein unterbestimmtes System entpuppen, obwohl es genau so viele Gleichun-
gen wie unbekannte Funktionen enthält! Aus physikalischer Sicht ist dieses Ergebnis nicht
überraschend, sondern sogar notwendig, da die Yang-Mills-Gleichungen den Prototyp einer
Eichtheorie darstellen, d.h. einer Theorie, die invariantunter einer Symmetrie ist. In unserem
Fall heißt dies konkret: wenn̂u(x, t), v̂(x, t) eine Lösung von (8) sind, dann definieren für je-
de beliebige FunktionΛ(x, t) die Funktionen̂u(x, t)+Λt(x, t) undv̂(x, t)+Λx(x, t) wieder
eine Lösung. Diese Beobachtung bedeutet aber, daß wir eineKomponente des Lösungsvek-
tors

`

u
v

´

frei wählen können; d.h. wir finden in der Tat genau das Verhalten, daß wir intuitiv
mit einem unterbestimmten System verbinden. ⊳

5 Die Größe des L̈osungsraums

Wie wir schon in der Linearen Algebra gesehen haben, sagen Begriffe wie
”
unter-“ oder

”
überbestimmt“ offensichtlich etwas über die Größe des Lösungsraums des Systems aus.

4 Aufgrund des elliptischen Charakters der Divergenzgleichungen führt diese Sichtweise nicht zu einem
wohlgestellten Problem, ist aber für formaleÜberlegungen trotzdem oft nützlich.
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Die Frage ist nur, wie man diese
”
Größe“ definieren oder gar quantifizieren soll. Eine

Möglichkeit besteht zum Beispiel darin, zu untersuchen, wieviele frei wählbareAnfangs-
bedingungen man stellen muß, um eine eindeutige Lösung zu spezifizieren; d.h. wir fassen
die Anfangsdaten als eine Parametrisierung des Lösungsraums auf und schauen nun, wie
viele Parameter wir benötigen.5

Bei gewöhnlichen Differentialgleichungen ist dies im Prinzip sehr einfach, wie wir beim
Pendel (Beispiel 1) bereits gesehen haben. Dort stellte sich nach der expliziten Konstruktion
aller versteckten Integrabilitätsbedingungenheraus, daß wir nur zwei der sechs möglichen
Anfangsbedingungen – z.B.x(0) und ẋ(0) – frei wählen können, da dann durch die Glei-
chungen in unserem System auch alle anderen Anfangsbedingungen eindeutig bestimmt
sind. Ein Ingenieur oder Physiker würde daher von einem System mit einem Freiheitsgrad6

sprechen, was auch unserer Intuition entsprecht, denn nat¨urlich können wir das Pendel ein-
fach durch den Auslenkungswinkelθ beschreiben.

Betrachten wir nun eine offensichtlich unterbestimmte Gleichung wie ẋ = ax + bu

für zwei unbekannte Funktionenx(t) und u(t). Gleichungen dieser Form werden z.B. im
Rahmen der linearen Steuerungs- und Regelungstechnik studiert. Um zu einer eindeutigen
Lösung zu kommen, müssen wir hier als

”
Anfangsbedingung“ eine der beiden unbekannten

Funktionen explizit vorgeben. Z.B. führt die Vorgabex(0) = f und u(t) = g(t) mit einer
Konstantenf und einer bekannten Funktiong(t) zu einer eindeutigen Lösung. Der unter-
bestimmte Charakter der Gleichung drückt sich durch das Auftreten einer frei wählbaren
Funktionanstelle von frei wählbarenKonstantenaus.

Wir können also bei gewöhnlichen Differentialgleichungen folgende provisorische
”
De-

finitionen“ geben: unterbestimmte Systeme sind dadurch charakterisiert, daß frei wählbare
Funktionen unter den Anfangsbedingungen auftreten, während bei einem überbestimmten
System weniger Parameter vorgeben werden können als der Anzahl abhängiger Variablen
entspricht. Wie Beispiel 1 deutlich zeigte, können wir aber die richtige Anzahl der zulässi-
gen Anfangsbedingungen erst dann bestimmen, wenn wir alle versteckten Integrabilitätsbe-
dingungen explizit konstruiert haben. Deren Konstruktionist nicht schwer, wenn wir anneh-
men, daß uns das System stets in der semi-expliziten Form (1)vorliegt, da dann Integra-
bilitätsbedingungen nur durch Differenzieren der algebraischen Gleichungen (1b) erhalten
werden können (die so gewonnenen Integrabilitätsbedingungen können aber wieder zu wei-
teren Bedingungen führen, wenn sie algebraisch sind!).

Bei partiellen Differentialgleichungen ist die Lage einiges komplizierter. Zunächst er-
warten wir hier, daß die Anfangsbedingungen praktisch immer frei wählbare Funktionen
enthalten; wir werden also etwas genauer hinsehen müssen,um unterbestimmte Systeme er-
kennen zu können. Dann haben wir bisher die Frage, in welchem Funktionenraum wir nach
Lösungen suchen wollen, ignoriert; in der modernen funktionalanalytisch geprägten Theo-
rie partieller Differentialgleichungen stellt dies aber einen zentralen Punkt dar.7 Zu guter
Letzt wird nun auch noch die explizite Konstruktion versteckter Integrabilitätsbedingungen

5 Da es uns hier rein um eine formale Größenbestimmung geht, ist es wieder völlig unerheblich, ob für
das gegebene System ein Anfangswertproblem korrekt gestellt ist oder nicht.

6 Da man es in den Natur- und Ingenieurswissenschaften meistens mit Differentialgleichungen zweiter
Ordnung zu tun hat, entsprichtein FreiheitsgradzweiAnfangsbedingungen (Ort und Geschwindigkeit bei
mechanischen Systemen).

7 Selbst wenn man ausschließlich Systeme in Cauchy-Kovalevskaya-Form betrachtet, ist man hier nicht
vor Überraschungen gefeit. So zeigte Lewy [21] die Existenz eines normalen linearen Systems mit glatten
Koeffizienten, das keine glatten Lösungen zuläßt. Siehe [12, Chapt. VI] für eine ausführliche Diskussion und
Erklärung dieses Phänomens.
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deutlich komplizierter, da ein weiterer Mechanismus für ihre Erzeugung auftritt, nämlich
(verallgemeinerte)̈Uberkreuzableitungen.

Beginnen wir mit dem zweiten Punkt. Hier machen wir es uns ganz einfach, in dem
wir uns auf formale Potenzreihenlösungen zurückziehen.Ein Argument hierfür ist, daß wir
uns über funktionalanalytische Aspekte erst dann Gedanken machen sollten, wenn geklärt
ist, ob wenigstens formale Lösungen existieren. Außerdemwird sich zeigen, daß sich die
Größe des formalen Lösungsraums mit Hilfe algebraischerTechniken leicht quantifizieren
läßt.Über die Betrachtung von Anfangswertproblemen kann man sich dann auch wieder in
Richtung praktisch relevanter Funktionenräume vorarbeiten.

Die Frage nach der effektiven Vervollständigung von Systemen partieller Differenti-
algleichungen (also der expliziten Konstruktion aller versteckten Integrabilitätsbedingun-
gen) können wir aus Platzgründen in dieser Arbeit nicht behandeln. Ein konkreter Algorith-
mus für lineare Systeme, der auf den geometrischen und algebraischen Ideen der nächsten
Abschnitte beruht, wurde in [10] vorgestellt; rein algebraische Ansätze für Systeme mit
polynomialen Nichtlinearitäten werden in [13] behandelt. Allgemein verweisen wir auf
[32, Chapt. 7] für eine Diskussion dieses Themas mit zahlreichen Literaturhinweisen. Wir
möchten an dieser Stelle nur erwähnen, daß das wesentliche Problem bei der Vervollständi-
gung nicht im Auffinden der versteckten Bedingungen liegt, sondern im Erkennen, daß alle
versteckten Bedingungen gefunden wurden (vergleiche Beispiel 7 unten).

Bleibt noch der folgende Punkt: angenommen, wir wissen bereits, daß ein gegebenes
System partieller Differentialgleichungen keine Integrabilitätsbedingungen mehr versteckt,
wie finden wir geeignete Anfangsbedingungen für dieses System? Hierbei ist zunächst zu
beachten, daß wir bei allgemeinen Systemen die einfache Vorstellung, daß wir eine un-
abhängige Variable, z.B.xn, als

”
Zeit“ betrachten und alle abhängigen Variablen dann für

xn = 0 vorgeben, aufgeben müssen. Im allgemeinen würden diese Anfangsdaten nämlich
keine Parametrisierung des Lösungsraums darstellen, da sie nicht frei wählbar sind, sondern
immer noch Konsistenzbedingungen genügen müssen. Wir wollen an dieser Stelle keine all-
gemeine Theorie für das Aufstellen geeigneter Anfangsbedingungen aufstellen, da hierzu
einige algebraische Theorie nötig wäre, sondern stattdessen nur zwei Beispiele studieren.

Beispiel 6 Wir betrachten folgendes System partieller Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung für eine unbekannte Funktionu(x, t):

utt = ut , uxt = ux . (9)

Zunächst wollen wir uns davon überzeugen, daß unser System vollständig ist. Offensichtlich
müssen wir dazu einëUberkreuzableitung durchführen, nämlich die erste Gleichung nachx
und die zweite nacht ableiten und dann die Differenz der Ergebnisse nehmen. Da wir hier
aber Null erhalten, gibt es keine versteckte Integrabilit¨atbedingung. Eine andere Situation
hätte sich ergeben, wenn wir in beiden Gleichungen als rechte Seiteu gewählt hätten. Dann
ergäbe sich die Integrabilitätsbedingungut = ux, d.h. eine zusätzliche Gleichung erster
Ordnung, die von jeder Lösung automatisch erfüllt wird. Eine Differentiation dieser Glei-
chung nachx würde dann sogar noch zu einer zweiten Integrabilitätsbedingunguxx = u

führen.
Naiv würde man zunächst vielleicht probieren, für unserSystem die beiden Anfangs-

bedingungenu(t = 0) = f(x) und ut(t = 0) = g(x) vorzugeben. Dies wären auch die
richtigen Anfangsbedingungen, wenn wir es nur mit der ersten Gleichung zu tun hätten.
Man sieht aber sofort, daß die zweite Gleichung die Bedingung g′(x) = 0 erzwingt, so daß
wir für ut höchstens eine Vorgabe der Formut(t = 0, x = 0) = g mit einer Konstanteng
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machen dürfen. In der Tat enthalten die Anfangsbedingungen für allgemeine Systeme parti-
eller Differentialgleichungen in der Regel Funktionen miteiner unterschiedlichen Zahl von
Variablen. In unserem Fall sind die beiden Bedingungen

u(t = 0) = f(x) , ut(t = 0, x = 0) = g (10)

auch eine richtige Wahl, die zu einemformal korrektenAnfangswertproblem führen, d.h.
zu einem Anfangswertproblem, bei dem jede (formale) Lösung bestimmt ist durch eine ein-
deutige Wahl der Funktionf(x) bzw. der Konstanteng und umgekehrt auch jede Wahl von
f(x) und g zu einer Lösung führt (siehe [32, Sect. 9.3] für eine ausführlichere Diskussion
dieses Begriffs).

Dies kann man wie folgt begründen. Das System (9) ist aufgelöst nach den beiden
”
Leit-

termen“ utt und uxt. Für eine formale Potenzreihenlösung mit Entwicklungspunkt (0, 0)

benötigen wir die Werte aller Ableitungen vonu an diesem Punkt. Durch Differenzieren
unserer beiden Gleichungen kann man alle Ableitungen berechnen bis aufu(0, 0), ut(0, 0)

sowie alle reinenx-Ableitungen. Offensichtlich sind die Anfangsbedingungen (10) genau so
gewählt, daß sie diese fehlenden Ableitungswerte liefern: wir benötigen eine Funktion von
x, um die unendlich vielenx-Ableitungen zu bestimmen und dann bleibt nur nochut(0, 0)

übrig, das aber durch die zweite Bedingung bestimmt wird.

[0, 2]

[1, 1]

Abb. 2 Konstruktion eines formal korrekten Anfangswertproblems.

Zumindest in zwei-dimensionalen Beispielen kann man die richtigen Anfangsbedingun-
gen leicht graphisch bestimmen (siehe Abbildung 2). Dazu identifiziert man eine Ablei-
tung ∂k+ℓu/∂xk∂tℓ (bzw. den entsprechenden Taylor-Koeffizienten) mit dem Gitterpunkt
[k, ℓ] ∈ N2

0 und trägt die zu den Leittermen gehörende Punkte ein (die beiden dicken Punk-
te). Alle Punkte in dem Grau schattierten Bereich gehören nun zu Ableitungen, die wir durch
Differenzieren der Leittermen erhalten können (man spricht auch vonHauptableitungen).
Die Ableitungen in dem dunkler schattierten Bereich können dabei auf zwei verschiedene
Arten berechnet werden. Die Tatsache, daß unser System keine versteckten Integrabilitäts-
bedingungen enthält, garantiert, daß jede Art zu demselben Ergebnis führt. Das Komplement
des grauen Bereichs enthält alle Ableitungen, deren Wertedurch die Anfangsbedingungen
spezifiziert werden müssen (die sogenanntenparametrischen Ableitungen, da ihre Werte
den formalen Lösungsraum parametrisieren). Offensichtlich zerfällt dieses Komplement in
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einen einzelnen Punkt,[0, 1], sowie der positivenx-Achse mit Startpunkt[0, 0]. Diese beiden
Punkte definieren unsere Anfangsbedingungen, die ja geradedie entsprechenden Ableitun-
gen ut und u enthalten. Da[0, 1] ein isolierter Punkt ist, müssen wir direkt die einzelne
Ableitung ut(0, 0) vorgeben.[0, 0] ist dagegen der Startpunkt eines Strahls inx-Richtung
und dementsprechend muß die Funktionu(x, 0) vorgeben werden, um die unendlich vielen
Punkte auf dem Strahl zu spezifizieren.

Diese Vorgehensweise läßt sich auch leicht auf höhere Dimensionen ausdehnen. Aus
algebraischer Sicht kann man Elemente des GittersNn

0 mit Monomen identifizieren, in-
dem man dem Gitterpunkt[k1, . . . , kn] das Monomxk1

1 · · ·xkn
n zuordnet. Der graue Be-

reich in Abbildung 2 entspricht dann dem vont2 und xt erzeugten monomialen IdealI.
Der entscheidende Schritt unserer Konstruktion besteht aus einer disjunkten Zerlegung des
Komplementsdes IdealsI in

”
Kegel“ von im allgemeinen unterschiedlicher Dimension. Je-

der Kegel definiert dann eine Anfangsbedingung: die Ableitung wird durch die Kegelspitze
festgelegt und die

”
freien Richtungen“ im Kegel geben an, als Funktion welcher Variablen

wir diese Ableitung vorgeben müssen.
Man beachte, daß solche Zerlegungen in der Regel nicht eindeutig sind und man daher

für dasselbe System partieller Differentialgleichungenverschiedene formal korrekte An-
fangswertprobleme angeben kann. In manchen Fällen (z.B. bei einem System in Cauchy-
Kovalevskaya-Form) gibt es eine natürlich ausgezeichnete Zerlegung, da andere Zerlegun-
gen nur über die künstliche Einführung von Redundanzen gewonnen werden können. Bei
stärker überbestimmten Systemen kann es aber mehrere gleich gute Zerlegungen geben.

Wenn wir mitP = R[x1, . . . , xn] den Ring der Polynome in den Variablenx1, . . . , xn

bezeichnen, dann induzieren die den Punkten im Komplement entsprechenden Monomen
eine Basis des FaktorringsP/I als reellen Vektorraums. Eine Zerlegung des Komplements
in disjunkte Kegel wie oben diskutiert wird in der AlgebraStanley-Zerlegunggenannt und
stellt eine wichtige kombinatorische Operation dar (siehez.B. [34] und Referenzen darin).
Im Zusammenhang mit der Konstruktion formal korrekter Anfangswertprobleme tauchten
solche Zerlegungen aber schon viel früher in der Janet-Riquier-Theorie allgemeiner Systeme
von Differentialgleichungen auf [14,26] (siehe [22] für eine moderne algorithmische Dar-
stellung dieser Zerlegungen im Rahmen der Janet-Riquier-Theorie). Durch eine Kombinati-
on von Gröbner-Basen (einem der wichtigsten algorithmischen Werkzeugen in der Algebra)
mit der Janet-Riquier-Theorie wird man zu involutiven Basen geführt [6,31] und erhält dann
auch automatisch zumindest für lineare Systeme partieller Differentialgleichungen effektive
Vervollständigungsalgorithmen, die wir aber hier nicht diskutieren können.

Die Verallgemeinerung auf Systeme mit mehreren abhängigen Variablen stellt kein Pro-
blem dar. Anstelle eines IdealsI ⊆ P analysiert man jetzt einen UntermodulU des freien
ModulsPm, wobeim weiterhin die Anzahl abhängiger Variablen angibt. Wiederbetrach-
tet man nur die Leitterme (hierzu braucht man natürlich eine konkrete Vorschrift zu deren
Bestimmung, also eine Rangordnung für Ableitungen) und wendet auf alle Terme, die zu
derselben abhängigen Variablen gehören, obige Vorgehensweise an.

Beispiel 7 Ein Grund dafür, daß die Vervollständigung von Systemen partieller Differential-
gleichungen so viel komplizierter ist als die gewöhnlicher Systeme, liegt darin, daß die Inte-
grabilitätsbedingungen im partiellen Fall von höherer Ordnung als das Ausgangssystem sein
können (ein bis heute ungelöstes theoretisches Problem ist es, a priori eine obere Schranke
für die maximale Ordnung der Integrabilitätsbedingungen eines Systems anzugeben). Das
folgende Beispiel eines linearen Systems zweiter Ordnung für eine unbekannte Funktion
u(x, y, z) geht wohl auf Janet zurück:

uzz + yuxx = 0 , uyy = 0 . (11)
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Wenn wir hier die erste Gleichung zweimal nachy ableiten und zweifache Ableitungen der
zweite Gleichung nachx bzw. nachz davon abziehen, so erhalten wir die Integrabilitäts-
bedingunguxxy = 0, also eine Gleichung dritter Ordnung. WeitereÜberkreuzableitungen
führen sogar noch zu einer zusätzlichen Integrabilitätsbedingung vierter Ordnung, nämlich
der Gleichunguxxxx = 0.

In diesem Fall erweist sich diëUberbestimmtheit des Systems als so stark, daß es nur
einen endlich-dimensionalen Lösungsraum gibt. Wir dürfen nämlich nur die Werte der fol-
genden12 Ableitungen an dem Punkt(0, 0, 0) vorgeben:u, ux, uy, uz, uxx, uxy, uxz, uyz,
uxxx, uxxz, uxyz, uxxxz. Dies sind wieder die einzigen Ableitungen, die man nicht durch
Differenzieren der

”
Leitterme“uyy, uzz , uxxy unduxxx erhalten kann (das zugehörige mo-

nomiale Ideal ist also null-dimensional). Bei diesem System ist es daher nicht möglich, daß
eine frei wählbare Funktion zu den Anfangsdaten gehört. In der Tat läßt sich bei diesem
Beispiel nach dem Hinzufügen der Integrabilitätsbedingungen leicht die allgemeine Lösung
berechnen:

u(x, y, z) =a1x3z − a2xyz2 + a3x3 + a2x2z + a4xyz − 3a1yz2 +

a5x2 + a6xy + a7xz + a8yz + a9x + a10y + a11z + a12 .
(12)

6 Geometrische Modellierung von Differentialgleichungen

Die Beispiele der letzten Abschnitte zeigten, daß es für viele Fragen wichtig ist, alle ver-
steckten Integrabilitätsbedingungen zu einem gegebenenSystem von Differentialgleichun-
gen explizit zu konstruieren. Wie wir gesehen haben, stelltdieser Vervollständigungsprozeß
jedoch insbesondere fürpartielle Differentialgleichungen eine nicht triviale Aufgabe dar.

Eine systematische und mathematisch befriedigende Lösung dieses Problems erfordert
eine Kombination geometrischer und algebraischer Techniken. In diesem Abschnitt wen-
den wir uns zunächst der geometrischen Seite zu. Schon bei der Behandlung polynomialer
Gleichungen hat sich eine geometrische Sichtweise als äußerst fruchtbar erwiesen; die Al-
gebraische Geometrie gehört heute zu den größten Teilgebieten der Mathematik. In einer ge-
wissen Analogie zur dortigen Vorgehensweise besteht unsererstes Ziel darin, jedem System
von Differentialgleichungen ein geometrisches Objekt – eine Fläche in einem geeigneten
Raum – zuzuordnen. Eine solche geometrische Modellierung von Differentialgleichungen
besitzt viele Vorteile; vor allem ist sie wesentlich anschaulicher als eine rein rechnerische
Behandlung. Außerdem sollten bei den meisten Problemen ausAnwendungen die Ergeb-
nisse unabhängig von den verwendeten Koordinaten sein; dies ist bei einer intrinsischen
geometrischen Formulierung automatisch gewährleistet.

Bei der Suche nach einer solchen geometrischen Modellierung stoßen wir auf folgendes
Problem. Bei einer algebraischen Gleichung fürn Variablenx1, . . . , xn ist jede Lösung
einfach einn-Tupel von Zahlen, d.h. ein Punkt in dem affinen Raumkn, wenn wir über dem
Körperk (z.B. den reellen ZahlenR oder den komplexen ZahlenC) arbeiten. Damit ist uns
natürlich ein endlich-dimensionaler Raum, eben derkn, vorgegeben, in dem die Menge aller
Lösungen eine Fläche bildet. Eine Lösung einer Differentialgleichung ist ein wesentlich
komplizierteres Objekt, nämlich eine Funktion. Selbst wenn wir uns im folgenden stets auf
glatte, d.h. unendlich oft differenzierbare, Funktionen beschränken, so bilden diese immer
noch einen unendlich-dimensionalen Raum und einfach darindie Menge aller Lösungen zu
betrachten führt zu keiner nützlichen geometrischen Modellierung.
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Um wieder zu einem endlich-dimensionalen Raum zu gelangen,benutzen wir den be-
kanntenSatz von Taylor. Wennu : x 7→ u(x) ein glatte Funktion vonRn nachRm ist8

(d.h., wenn in der Sprache von obenn unabhängige undm abhängige Variablen vorliegen),
dann läßt sich für eine vorgegebene Entwicklungsordnungq ∈ N jede Komponenteuα von
u in einer Umgebung eines beliebigen, aber fest gewählten Punktesx̂ schreiben als

uα(x) =
X

0≤|µ|≤q

uα,µ

µ!
(x − x̂)µ + R

(q)
α (x, x̂) . (13)

Dabei ergeben sich die Taylor-Koeffizientenuα,µ ∈ R bekanntlich aus den Ableitungen der
Funktionuα im Entwicklungspunkt̂x,

uα,µ =
∂|µ|uα

∂xµ
(x̂) , (14)

und das Restglied besitzt in der Lagrange-Darstellung die Form

R
(q)
α (x, x̂) =

X

|µ|=q+1

∂q+1uα

∂xµ

`

x̂ + θ(x − x̂)
´ (x− x̂)µ

µ!
(15)

für einen Wertθ ∈ [0, 1[.
Hierbei haben wir zur Vereinfachung durchgehend die übliche Multiindexnotation der

Analysis benutzt. Für jeden Multiindexµ = [µ1, . . . , µn] bezeichnet|µ| = µ1 + · · · + µn

seine Länge und es giltxµ = xµ1

1 · · ·xµn
n , µ! = µ1! · · ·µn! sowie

∂|µ|u

∂xµ
=

∂|µ|u

∂xµ1

1 · · · ∂xµn
n

. (16)

Da wir nur vorausgesetzt haben, daß die Funktionu glatt ist, können wir keinerlei Aus-
sagen über die Konvergenz der zugehörigen Taylor-Reihemachen. Diese Reihe interessiert
uns aber auch nicht, da wir die Entwicklung (13) stets nur für eine endlicheOrdnungq

betrachten werden. Wir führen nämlich denq-Jet9 [u]
(q)
x̂

der Funktionu ein als die Men-
ge aller glatten Funktionenv : Rn → Rm, die im Punktx̂ bis zur Ordnungq dieselben
Taylor-Koeffizienten wieu besitzen. Man überzeugt sich leicht davon, daß diese Menge
eineÄquivalenzklasse für einëAquivalenzrelation auf der Menge aller glatten FunktionenRn → Rm darstellt. Die Aussagev ∈ [u]

(0)
x̂

bedeutet also einfach, daß die beiden Funk-
tionenu undv im Punktx̂ denselben Funktionswert annehmen bzw. in einer mehr geome-
trischen Ausdrucksweise daß ihre Graphen sich im Punkt

`

x̂,u(x̂)
´

schneiden. Wenn sogar

gilt v ∈ [u]
(1)
x̂

, dann besitzen auch die ersten Ableitungen der beiden Funktionen inx̂ diesel-
ben Werte und ihre Graphen berühren sich in

`

x̂,u(x̂)
´

(d.h. die Tangentialebenen stimmen
ebenfalls überein). Allgemeiner sagt man, daß die Graphenin

`

x̂,u(x̂)
´

einen Kontakt der

Ordnungq haben, wenn giltv ∈ [u]
(q)
x̂

.

8 Tatsächlich werden wir im folgenden immer nur lokale Eigenschaften in der Umgebung eines Punktes
x̂ ∈ Rn untersuchen und daher reicht es, wenn unsere Funktionen in einer offenen UmgebungU dieses
Punktes definiert sind. Um aber die Notation nicht übermäßig aufzublähen, werden wir darauf verzichten,
solche Umgebungen explizit anzugeben, und immer eine globale Schreibweise benutzen. Damit sind aber
keine globalen Aussagen verbunden. Insbesondere wenn es sich bei den Funktionen um Lösungen einer
Differentialgleichung handelt, werden diese häufig nur lokal definiert sein.

9 Die Bezeichnung
”
Jet“ geht auf Ehresmann [3,4] zurück, der als erster Jetbündel formal einführte als

Hilfsmittel zum Studium von Zusammenhängen auf gefaserten Mannigfaltigkeiten (ein globaler Schnitt des
ersten Jetbündel über einer gefaserten Mannigfaltigkeit ist äquivalent zu einem Zusammenhang auf dieser
Mannigfaltigkeit). Implizit wurde der Jetformalismus aber schon lange vorher in der geometrischen Theorie
der Differentialgleichungen benutzt.
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Definition 8 DasJetb̈undel der Ordnungq ∈ N, geschriebenJq(Rn,Rm), ist die Menge
aller q-Jets von glatten FunktionenRn → Rm.

Vereinfacht ausgedrückt ist das JetbündelJq(Rn,Rm) also nichts anderes als die Men-
ge aller Taylor-Polynome der Ordnungq. Aus dieser Beobachtung folgt auch sofort, daß wir
es mit einem endlich-dimensionalen Raum zu tun haben. Elementare Kombinatorik ergibt,
daß eine Funktion vonRn nachRm genaum

`

n+r−1
r

´

Ableitungen der Ordnungr besitzt.
Wenn wir dieses Resultat von0 bis q aufaddieren, erhalten wir mit einer bekannten Identität
für Binomialkoeffizienten

dim Jq(Rm,Rn) = n + m

 

n + q

q

!

(17)

(um einenq-Jet[u]
(q)
x̂

vollständig zu beschreiben, müssen wir auch den Entwicklungspunkt
x̂ ∈ Rn angeben und erhalten daher in (17) einen zusätzlichen Summandenn).

Scheinbar ist unsere Definition des Jetbündels abhängig von den gewählten Koordina-
ten, da wir in verschiedenen Koordinatensystemen auch verschiedene Taylor-Koeffizienten
erhalten. Für uns sind aber nicht die absoluten Werte dieser Koeffizienten entscheidend,
sondern nur die Frage, wann zwei Funktionen dieselben Koeffizienten besitzen. Man über-
zeugt sich leicht davon, daß diese Eigenschaft und damit auch die Definition einesq-Jets un-
abhängig von dem gewählten Koordinatensystem ist. SomitbesitztJq(Rn,Rm) die Struktur
einer glatten Mannigfaltigkeit.

Ein lokales Koordinatensystem ist gegeben durch die Koordinatenx̂ des Entwicklungs-
punktsx̂ sowie die Werte der Koeffizientenuα,µ mit |µ| ≤ q. Wir benutzen zur Reduzierung
der Indexflut folgende Notationen:u(r) bezeichnet alle Jetvariablenuα,µ einer festen Ord-

nungr (d.h. mit |µ| = r); u(r) steht hingegen für alle Jetvariablenbis zur Ordnungr (d.h.
mit |µ| ≤ r). Lokale Koordinaten aufJq(Rn,Rm) sind also(x,u(q)) .

Die Jetbündel unterschiedlicher Ordnung bilden eine nat¨urliche Hierarchie: fürq > r

existiert eine kanonische Projektionπq
r : Jq(Rn,Rm) → Jr(Rn,Rm) definiert durch

πq
r

`

[u]
(q)
x

´

= [u]
(r)
x

. Anschaulich gesprochen, vergessen wir die Taylor-Koeffizienten, deren
Ordnung größer alsr ist. Wenn wir wirklich alle Taylor-Koeffizienten vergessen, erhalten
wir noch die Projektionπq : Jq(Rn,Rm) → Rn definiert durchπq

`

[u]
(q)
x

´

= x.
Wir haben hier die einfachste Definition des Jetbündels angegeben. Es gibt eine Viel-

zahl algebraischer und geometrischer Zugänge zu diesem wichtigen Konzept, auf die wir
hier nicht eingehen können. Allgemeiner betrachtet man Jets von AbbildungenX → U zwi-
schen zwei MannigfaltigkeitenX undU (oder noch etwas allgemeiner von Schnitten einer
gefaserten Mannigfaltigkeitπ : E → X ). Wir müssen hier auf die Literatur [7,23,27,32]
und die dort aufgeführten Referenzen verweisen.

Als nächsten Schritt wollen wir nun eine geometrische Definition von Differentialglei-
chungen und ihren Lösungen angeben. Dazu bemerken wir zuerst, daß wir jeder glatten
Funktionu : Rn → Rm ihre q-te Prolongationzuordnen können, nämlich die Funktion
jqu : Rn → Jq(Rn,Rm) definiert durchjqu(x) = [u]

(q)
x .

Definition 9 EineDifferentialgleichungder Ordnungq ist eine Fläche (Untermannigfaltig-
keit) Rq ⊆ Jq(Rn,Rm). Eine glatte Funktionu : Rn → Rm ist eineLösungder Differen-
tialgleichungRq, wenn das Bild der Prolongationjqu vollständig inRq liegt.

Man beachte, daß in diesem geometrischen Zugang nicht zwischen einer skalaren Glei-
chung und einem System unterschieden wird. Daher werden wirvon jetzt an immer einfach
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von einer Differentialgleichung reden, auch wenn es sich meistens um ein System han-
deln wird. Der Zusammenhang zwischen Definition 9 und dem herkömmlichen Bild ist sehr
einfach. Unsere Notation legt ja schon nahe, daß wir gemäß (14) Jetvariablen mit Ableitun-
gen identifizieren. Wenn wir also ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung
F(x,u,ux) = 0 vorliegen haben, dann interpretieren wir es als ein Systemalgebraischer
Gleichungen inJ1(Rn,Rm) und die zugehörigen Nullstellen bilden die FlächeR1. Das
Einsetzen der Prolongationj1u einer Funktionu : Rn → Rm in diese algebraischen Glei-
chungen ist offensichtlich äquivalent dazu, daß die Funktion und ihre Ableitungen in die
ursprünglichen Differentialgleichungen eingesetzt werden.

Abb. 3 Eine einfache Differentialgleichung mit einigen Lösungen

Abbildung 3 zeigt die FlächeR1 für eine einfache gewöhnliche Differentialgleichung
erster Ordnung:u′ = −xu2. Die Kurven in derx-u-Ebene (zur besseren Sichtbarkeit an den
unteren Rand der Abbildung verschoben) sind die Graphen vonLösungen (wie man leicht
ausrechnet, sind diese durch die Scharu(x) = 2c/(2 + cx2) mit einem Parameterc ∈ R
gegeben); die entsprechenden Kurven aufR1 stellen die Graphen der ersten Prolongationen
dieser Lösungen dar. Einenormale, global definierte gewöhnliche Differentialgleichung er-
ster OrdnungR1 induziert immer einen Zusammenhang und man kann die Lösungen als die
zugehörigen Integralmannigfaltigkeiten auffassen, dieeine Blätterung der MannigfaltigkeitRn ×Rm definieren, wie man der Abbildung gut entnehmen kann.

Anmerkung 10Wir haben am Anfang dieses Abschnittes von einer gewissen Analogie zur
Algebraischen Geometrie gesprochen. Wir sollten daher noch einmal den wesentlichen Un-
terschied zu der dortigen Vorgehensweise betonen. Wenn wirein System von Differen-
tialgleichungen durch eine FlächeRq ⊆ Jq(Rn,Rm) beschreiben, dann ist ein Punkt
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[u]
(q)
x

∈ Rq keineLösung des gegebenen Systems. Ein solcher Punkt entspricht ja einer
ganzenÄquivalenzklasse von Funktionen und selbst wenn wir eine dieser Funktionen in
unser System einsetzen, dann können wir nur sagen, daß siebis zur Ordnungq das System
erfüllt. Im allgemeinen muß diëAquivalenzklasse überhaupt keine Lösung des Systems ent-
halten!10 Dies ist der Preis, den wir dafür zahlen müssen, daß wir mitendlich-dimensionalen
Räumen arbeiten. Umgekehrt gilt natürlich für jede Lösung u des Systems und für jeden
Punktx ∈ Rn, an demu definiert ist, daß derq-Jet[u]

(q)
x

aufRq liegt.
Als ein einfaches Beispiel betrachten wir die gewöhnlicheDifferentialgleichungR2

definiert durchu′′ = 0. Ein 2-Jet [u]
(2)
x̂

liegt genau dann inR2, wennu′′(x̂) = 0, d.h.
wenn die zweite Ableitung der Funktionu im Punkt x̂ verschwindet. So ist etwa für die
Funktionv(x) = x3 der2-Jet[v]

(2)
0 in R2 enthalten, obwohl sie natürlich keine Lösung der

Differentialgleichung ist. In der Tat gilt hier für jeden Punkt x̂ 6= 0, daß[v]
(2)
x̂

nicht inR2

liegt. Der2-Jet[v]
(2)
0 enthält aber auch die Funktioñv(x) = 0, die offensichtlich eine Lösung

ist. Da es sich um eine gewöhnliche Differentialgleichunghandelt, überlegt man sich leicht,
daß in jedem2-Jet[w]

(2)
x̂

∈ R2 genau eine Lösung der Gleichung enthalten ist, nämlich die
eindeutige Lösung zu den Anfangsbedingungenu(x̂) = w(x̂) undu′(x̂) = w′(x̂).

Wir erwähnten oben bereits die natürliche Hierarchie derJetbündelJq(Rn,Rm) für ver-
schiedene Ordnungenq ∈ N. Sie erlaubt uns einen rein geometrischen Zugang zu Integrabi-
litätsbedingung ohne auf konkrete Rechenvorschriften zurückgreifen zu müssen. Grundlage
sind zwei natürliche Operationen mit einer DifferentialgleichungRq ⊆ Jq(Rn,Rm) der
Ordnungq: Prolongation und Projektion. Erstere erhöht die Ordnung; letztere erniedrigt sie.

Eine intrinsische Definition derProlongationist etwas verwickelt, daher begnügen wir
uns hier mit einem rechnerischen Zugang. Wenn eine Funktionu(x, y) der Differentialglei-
chunguxy = 0 genügt, dann erfüllt sie natürlich auch die Gleichungenuxxy = 0 und
uxyy = 0, die durch Differentiation nach den unabhängigen Variablen x und y entstehen.
Wenn nunRq ⊆ Jq(Rn,Rm) durch GleichungenF(x,u(q)) = 0 beschrieben wird, so
entsteht eine neue DifferentialgleichungRq+1 ⊆ Jq+1(Rn,Rm) der Ordnungq + 1, wenn
wir zu diesen Gleichungen alle Gleichungen hinzufügen, die wir durch Ableiten nach einer
unabhängigen Variablen erhalten. Natürlich können wirdiesen Vorgang beliebig oft wieder-
holen und so GleichungenRq+r ⊆ Jq+r(Rn,Rm) immer höherer Ordnungq + r ∈ N
produzieren. Im Sinne der Definition eines Jets als Taylor-Polynom bedeutet dies, daß wir
Approximationen immer höherer Ordnung betrachten.11

Das Differenzieren einer DifferentialgleichungF (x,u(q)) = 0 nach einer unabhängigen
Variablenxi wird durch die sogenannteformale Ableitungbeschrieben,12

DiF (x,u(q+1)) =
∂F

∂xi
(x,u(q)) +

m
X

α=1

q
X

|µ|=0

uα,µ+1i

∂F

∂uα,µ
(x,u(q)) , (18)

10 Wir werden später sehen, daß – unter gewissen Regularitätsannahmen – bei einem vervollständigten

System (also für ein System ohne versteckte Integrabilit¨atsbedingungen) jedëAquivalenzklasse[u]
(q)
x ∈ Rq

mindestens eine Lösung enthält (bei partiellen Differentialgleichungen in der Regel sogar unendlich viele).
11 Der Grenzübergangr → ∞ führt zu dem JetbündelJ∞(Rn,Rm) unendlicher Ordnung und der un-

endlichen ProlongationR∞ einer DifferentialgleichungRq . Ein Punkt auf letzterer kann wie in der Al-
gebraischen Geometrie als (formale) Lösung betrachtet werden. Wir verzichten hier auf diesen (nicht ganz
trivialen) Grenzübergang, der für das praktische Rechnen mit Differentialgleichungen auch nicht relevant ist,
und verweisen stattdessen auf die Literatur [16,35].

12
µ + 1i bezeichnet den Multiindex, der entsteht, wenn man deniten Eintrag vonµ um Eins erhöht.
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die einfach die Kettenregel im Jetbündelformalismus kodiert. In der Tat repräsentiert die
rechte Seite von (18) genau den Ausdruck, den man erhält, wenn man inF für u(q) eine
Funktionu(x) und ihre Ableitungen einsetzt und dann gemäß der Kettenregel nachxi dif-
ferenziert. Man beachte, daß die formale AbleitungDiF immer einelineareFunktion der
Ableitungenu(q+1) höchster Ordnung ist, da diese nur als Koeffizienten auftreten, wenn in
der Summe Multiindizes mit|µ| = q behandelt werden.

Die Projektion läßt sich geometrisch elementar beschreiben, ist aber rechnerisch oft
nichttrivial auszuführen. Für eine Ordnung0 ≤ r < q können wir die Differentialglei-
chung13 R

(q−r)
r = πq

r(Rq) ⊆ Jr(Rn,Rm) betrachten, die wir erhalten, wenn wir die kano-
nische Projektionπq

r : Jq(Rn,Rm) → Jr(Rn,Rm) auf die TeilmengeRq ⊆ Jq(Rn,Rm)

einschränken. Rechnerisch entspricht dies einem Eliminationsprozeß: wir müssen aus den
Gleichungen, dieRq beschreiben, alle Jetvariablen einer Ordnung größer alsr eliminie-

ren; die übrigbleibenden Gleichungen beschreibenR
(q−r)
r . Praktisch läßt sich dies nur für

polynomiale Gleichungen effektiv durchführen mit Hilfe von Gröbner-Basen. Zum Glück
benötigt man häufig nur die Projektion einer Gleichung, die man zuvor durch eine Prolon-
gation erzeugt hat. In diesem Fall reicht sogar etwas Lineare Algebra aus.

Beispiel 11Auf den ersten Blick scheinen Prolongation und Projektion zu einander inver-
se Operationen zu sein; dem ist aber im allgemeinen nicht so und eine Erklärung dieses
Effekts führt auch automatisch zu dem geometrischen Bild von Integrabilitätsbedingungen.
Betrachten wir als einfaches Beispiel die DifferentialgleichungR1 ⊂ J1(R3,R1), die durch
das lineare System

uz + yux = 0 , uy = 0 (19)

beschrieben wird. Um die erste ProlongationR2 ⊂ J2(R3,R1) zu berechnen, müssen wir
jede Gleichung nach allen unabhängigen Variablen ableiten und erhalten das System

uz + yux = 0 , uy = 0 , (20)

uxz + yuxx = 0 , uyz + yuxy + ux = 0 , uzz + yuxz = 0 , (21)

uxy = 0 , uyy = 0 , uyz = 0 . (22)

Man sieht leicht, daß es ausgehend von der mittleren Gleichung der zweiten Zeile eine
Linearkombination der Gleichungen zweiter Ordnung gibt, bei der alle Ableitungen zweiter
Ordnung sich wegheben und eine Gleichung erster Ordnung entsteht (es war hier also eine
Integrabilitätsbedingung versteckt, nämlichux = 0). Wenn wir nunR2 zurückprojizieren
nachJ1(R3,R1), erhalten wir daher anstelle der AusgangsgleichungR1 die Untermannig-

faltigkeit R(1)
1 ⊂ R1 beschrieben durch diedrei Gleichungen

uz + yux = 0 , uy = 0 , ux = 0 . (23)

Häufig vereinfacht das Hinzufügen der versteckten Integrabilitätsbedingungen auch die ex-
plizite Integration des Systems: beiR1 erkennt man noch nicht unbedingt auf den ersten
Blick den Lösungsraum;R(1)

1 ist aber offensichtlich äquivalent zuux = uy = uz = 0 und
daher besteht der Lösungsraum beider Gleichungen nur aus den konstanten Funktionen.

13 Die NotationR(q−r)
r ist so zu interpretieren: der untere Indexr gibt an, daß es sich um eine Glei-

chung der Ordnungr handelt; der obere Index besagt, daß diese Gleichung durch eine Projektion überq − r

Ordnungen gewonnen wurde.
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In obigem Beispiel entstand die Integrabilitätsbedingung durch eine (verallgemeinerte)
Überkreuzableitung. Aus geometrischer Sicht ist aber der konkrete rechnerische Mechanis-
mus zur Erzeugung der neuen Gleichung nicht relevant. Versteckte Integrabilitätsbedingun-
gen gibt es genau dann, wenn für irgendeine Prolongationsordnung r ≥ 0 gilt, daß eine
weitere Prolongation mit nachfolgender Projektion zu einer echten Untermannigfaltigkeit
führt: R(1)

q+r ( Rq+r. Diese Beobachtung motiviert folgende Begriffsbildung.

Definition 12 Die DifferentialgleichungRq ⊆ Jq(Rn,Rm) heißtformal integrabel, wenn

für alle ganzen Zahlenr ≥ 0 gilt R(1)
q+r = Rq+r.

Wir werden im nächsten Abschnitt sehen, daß die Bezeichnung
”
formal integrabel“ da-

her rührt, daß für eine solche Gleichung formale Potenzreihenlösungen systematisch Ord-
nung für Ordnung konstruiert werden können. Für den Moment wollen wir nur festhalten,
daß es bei einem formal integrablen System keine versteckten Integrabilitätsbedingungen
mehr gibt. Das Ziel einer Vervollständigung ist es also immer, eine äquivalente, formal inte-
grable Gleichung zu produzieren. Dabei stellt sich das Problem, daß Definition 12 unendlich
viele Bedingungen enthält, und es daher unklar ist, wie wireffektiv feststellen sollen, daß
eine gegebene Gleichung formal integrabel ist. Tatsächlich ist es so, daß praktisch alle Ver-
vollständigungsmethodenmehrals nur ein formal integrables System liefern; die verschie-
denen Zugänge unterscheiden sich dabei in der Regel in diesem

”
Mehr.“ In der formalen

Theorie kommt man hier zu dem stärkeren und eher algebraischen Begriff einerinvolutiven
Gleichung, für den wir aber auf die Literatur [32] verweisen müssen. Für involutive Glei-
chungen existieren effektiv verifizierbare Kriterien. Dernachfolgende Satz garantiert, daß
eine Vervollständigung (unter gewissen Regularitätsannahmen) immer möglich ist.

Theorem 13 (Cartan-Kuranishi) SeiRq ⊆ Jq(Rn,Rm) eine beliebige Differentialglei-

chung. Dann existieren zwei ganze Zahlenr, s ≥ 0, so daß entwederR(s)
q+r involutiv (und

damit insbesondere auch formal integrabel) ist oderR
(s)
q+r = ∅ (in diesem Fall istRq in-

konsistent, d.h. die Gleichung besitzt keine Lösungen).

7 Formale Potenzreihenl̈osungen

Nur für wenige Differentialgleichungen gelingt es, die L¨osungen in geschlossener Form an-
zugeben. Fast immer ist aber die Berechnung formaler Potenzreihenlösungen (bis zu einer
vorgegebenen Ordnung) möglich. Wir wollen nun diese Konstruktion für allgemeine Syste-
me von Differentialgleichungen diskutieren, um die Bedeutung einiger der im letzten Ab-
schnitt diskutierten Fragen aufzuzeigen. Im Prinzip existieren viele verschiedene Möglich-
keiten solche Lösungen zu bestimmen; uns geht es hier um einensystematischenWeg, der
für möglichst viele Systeme die Reihen Ordnung für Ordnung konstruiert.

Im Folgenden sei uns eine DifferentialgleichungRq ∈ Jq(Rn,Rm) der Ordnungq

gegeben, die durch GleichungenF(x,u(q)) = 0 beschrieben wird. Wir wählen einen belie-
bigen Entwicklungspunkt̂x ∈ Rn mit Koordinatenx̂ und machen den üblichen Ansatz für
eine formale Potenzreihenlösung umx̂:

uα(x) =
∞
X

|µ|=0

aα,µ
(x− x̂)µ

µ!
(24)

mit reellen Koeffizientenaα,µ ∈ R. Dabei benutzen wir weiterhin die Notationena(r) bzw.

a(r), um alle Koeffizienten einer bzw. bis zu einer festen Ordnungzu bezeichnen.
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Da wir weder Anfangs- noch Randbedingungen vorgegeben haben, dürfen wir keine
eindeutige Lösung erwarten. Wir können aber Relationen zwischen den Koeffizientenaα,µ

angeben. Dazu setzen wir unseren Ansatz in die Differentialgleichung ein und werten die
entstehenden Gleichungen am Entwicklungspunktx̂ aus. Man überzeugt sich leicht davon,
daß wir dann folgende algebraische Gleichungen erhalten:

F(x̂,a(q)) = 0 . (25)

Sie bilden ein im allgemeinen nichtlineares System für dieKoeffizientena(q) bis zur Ord-
nungq (alle Koeffizienten höherer Ordnung fallen durch die Auswertung in x̂ heraus). Wir
nehmen im Folgenden stets an, daß wir dieses System nach gewissen Koeffizienten auflösen
können, die wir alsHauptkoeffizientenbezeichnen, da sie gerade denen in Abschnitt 5 ein-
geführten Hauptableitungen entsprechen. Die Gleichungen (25) erlauben uns dann, diese
Hauptkoeffizienten durch die restlichen Koeffizienten bis zur Ordnungq, denparametri-
schen Koeffizienten, auszudrücken.

Als nächstes betrachten wir die erste ProlongationRq+1 ⊆ Jq+1(Rn,Rm); sie wird be-
schrieben durch die AusgangsgleichungenF(x,u(q)) = 0 sowie den formalen Ableitungen
DiF(x,u(q+1)) = 0 für 1 ≤ i ≤ n. Wieder setzen wir unseren Ansatz ein und werten am
Entwicklungspunkt̂x aus. Dann erhalten wir zunächst noch einmal die bereits behandelten
Gleichungen (25) sowie als neue Gleichungen

DiF(x̂,a(q+1)) = 0 . (26)

Bei der Einführung der formalen Ableitung (18) haben wir betont, daß diese linear in den
Jetvariablenu(q+1) höchster Ordnung ist. Wenn wir also annehmen, daß alle Relationen

zwischen den Koeffizientena(q) bereits durch (25) erfaßt sind, dann dürfen wir (26) als
ein lineares Gleichungssystem für die Koeffizientena(q+1) der Ordnungq + 1 auffassen.
Wieder können wir dieses System nach Hauptkoeffizienten auflösen und diese dann durch
die verbleibenden parametrischen Koeffizienten ausdrücken.

Nun iterieren wir dieses Schema: im nächsten Schritt wird die zweite Prolongation
Rq+2 ⊆ Jq+2(Rn,Rm) betrachtet und wir erhalten zusätzlich zu den bereits behandel-
ten Gleichungen ein lineares Gleichungssystem,

DiDjF(x̂,a(q+2)) = 0 , (27)

für die Koeffizientena(q+2) usw. Wir können so also Ordnung für Ordnung die Koeffizi-
enten des Ansatzes (24) bestimmen. Dabei ergeben sich alle Koeffizienten einer höheren
Ordnung alsq durch das Lösen eines linearen Gleichungssystem; eine mögliche Nichtlinea-
rität unserer Differentialgleichung schlägt sich nur in(25) nieder.

In einer konkreten Rechnung müssen wir bei einer endlichenOrdnungq + r abrechnen.
Da wir bei obiger Konstruktion einige Annahmen getroffen haben, die erst noch zu rechtfer-
tigen sind, stellt sich nun die Frage, ob die so erhaltene Potenzreihe wenigstens bis zu dieser
Ordnung eine gültige Approximation einer Lösung ist. DieAntwort lautet: dies ist nur dann
sicher der Fall, wenn die DifferentialgleichungRq formal integrabel ist! Die Konstruktion
von formalen Potenzreihenlösungen macht also erst dann Sinn, wenn ein formal integrables
System vorliegt, da nur dann die Korrektheit des Ergebnis garantiert werden kann.

Beispiel 14Wir betrachten erneut die DifferentialgleichungR1 gegeben durch (19). Einset-
zen unseres Reihenansatzes und Auswerten an dem Entwicklungspunkt(x̂, ŷ, ẑ) liefert für
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die insgesamt vier Taylor-Koeffizienten nullter und ersterOrdnung das homogene lineare
Gleichungssystem

a[0,0,1] + ŷa[1,0,0] = a[0,1,0] = 0 , (28)

das offensichtlich einen zweidimensionalen Lösungsraumbesitzt. Wenn wir nun bereits an
dieser Stelle die Rechnung beenden, dann erhalten wir als vermeintliche lineare Näherung
der Lösungen den Ausdruck

u(x, y, z) = a[0,0,0] + a[1,0,0](x − x̂) − ŷa[1,0,0](z − ẑ) (29)

mit den zwei parametrischen Koeffizientena[0,0,0] unda[1,0,0]. Aus Beispiel 11 wissen wir
aber, daß die GleichungR1 tatsächlich nur über konstante Lösungen verfügt; (29)stellt also
nur für a[1,0,0] = 0 eine korrekte Approximation der Lösung dar.

Die Ursache dieses Problems ist aus unserer Diskussion in Beispiel 11 sofort ersichtlich:
es gibt eine versteckte Integrabilitätsbedingung ersterOrdnung, die einerseits eine weitere
Gleichung für die Taylor-Koeffizienten bis zur Ordnung eins liefert und andererseits erst
dann sichtbar wird, wenn man die erste Prolongation unseresSystems betrachtet. Wenn wir
nach dem oben erläuterten Schema weitergerechnet hätten, hätten wir die fehlende Bedin-
gung im nächsten Schritt entdeckt. Es wäre dann nämlich nicht mehr möglich gewesen,
(26) als ein lineares System nur für die Koeffizienten zweiter Ordnung zu betrachten. Durch
Gauß-Eliminationen kann man in diesem Fall in (26) eine Gleichung erzeugen können, bei
der links Null und rechts etwas von Null Verschiedenes (nämlich a[0,1,0]) steht.

Sobald man formale Potenzreihenlösungen gefunden hat, stellt sich natürlich die Frage
nach der Konvergenz der Reihen. Hier erhält man das folgende fundamentale Ergebnis, das
bemerkenswerterweise keinerlei Strukturannahmen wie z.B. Hyperbolizität oder Elliptizität
für die betrachtete DifferentialgleichungRq benötigt.

Theorem 15 (Cartan-Kähler) SeiRq ⊆ Jq(Rn,Rm) eine analytische involutive Diffe-
rentialgleichung. Dann besitzt ein geeignet gewähltes formal korrektes Anfangswertproblem
für die DifferentialgleichungRq eine eindeutige analytische Lösung.

Dieses Theorem stellt eine Verallgemeinerung des Cauchy-Kovalevskaya-Theorems von
normalen Gleichungen auf beliebige involutive Gleichungen dar und wird durch eine Reduk-
tion auf dieses bewiesen. Für den Beweis ist es wesentlich,daß man es wirklich mit einer
involutiven und nicht nur mit einer formal integrablen Gleichung zu tun hat. Vereinfacht
ausgedrückt, reicht formale Integrabilität nur aus, um die Existenz von Lösungen zu garan-
tieren; Eindeutigkeitsaussagen erfordern Involution derGleichung. In der Formulierung von
Theorem 15 haben wir das Anfangswertproblem nicht explizitangegeben. Dies ist relativ
einfach möglich (z.B. mit den in Abschnitt 5 skizzierten Methoden). Wir verzichten hier
auf die Details und verweisen hierfür sowie für eine genauere Diskussion von Beweis und
Bedeutung von Theorem 15 auf [32, Sect. 9.4] und die dort angegebene Literatur.

8 Das Geometrische Symbol und das Hauptsymbol

Bisher haben wir rein geometrisch gearbeitet und dadurch ein recht anschauliches Bild von
Integrabilitätsbedingungen und der Konstruktion von Potenzreihenlösungen gewonnen. In
der praktischen Umsetzung dieser Ergebnisse ergeben sich aber Probleme. Zum einen sind
wir unserem eigentlichen Ziel, ein Maß für die Größe des formalen Lösungsraums anzuge-
ben, noch nicht wirklich näher gekommen. Zum anderen setztunser Konstruktionsverfah-
ren für Potenzreihenlösungen voraus, daß ein formal integrables System vorliegt. Wie schon
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oben erwähnt, enthält Definition 12 aber unendlich viele Bedingungen und kann daher nicht
effektiv überprüft werden. Hier kommen nun algebraischeTechniken ins Spiel.

Die Möglichkeit, algebraische bzw. sogar polynomiale Strukturen einzuführen, beruht
auf der natürlichen Hierarchie der Jetbündel verschiedener Ordnung, genauer gesagt auf
den Eigenschaften der Projektionπq

q−1 : Jq(Rn,Rm) → Jq−1(Rn,Rm). Der Einfachheit

halber nehmen wir im Folgenden meistens an, daßm = 1 ist.14

Wir geben uns einen beliebigen aber festen Punktρ̂ = [u]
(q−1)
x̂

∈ Jq−1(Rn,R) vor und
betrachten darüber die FaserA = (πq

q−1)
−1(ρ̂) ⊂ Jq(Rn,R). Punkte inA dürfen wir mit

Taylor-Polynomen vom Gradq identifizieren. Da zwei Punkteρ1, ρ2 ∈ A über demselben
Punkt ρ̂ liegen, können sie sich nur in den Termen vom Gradq unterscheiden, denn alle
Terme niedrigeren Grades sind durch dasρ̂ entsprechende Taylor-Polynom festgelegt. Damit
ist die Differenzρ1 − ρ2 ein homogenesPolynom vom Gradq. Abstrakter ausgedrückt
haben wir gezeigt, daß die FaserA ein affiner Raum über dem VektorraumPq ist; hierbei
bezeichnetP = R[x1, . . . , xn] den Polynomring in den Variablenx1, . . . , xn undPq die
homogene Komponente vom Gradq.

Versteckt in der Jethierarchie liegt also eine natürlichepolynomiale Struktur (was nicht
sonderlich überrascht, da die Jetbündel über Taylor-Polynome definiert sind). Wenn wie
üblich T ∗Rn das Kotangentialbündel überRn, TRm das Tangentialbündel überRm und
Sq dasq-fache symmetrische Produkt bedeutet, dann können wir diese Beobachtung in int-
rinsischer und globaler Sprache wie folgt formulieren.

Satz 16 Das Jetb̈undelJq(Rn,Rm) ist ein affines B̈undelüberJq−1(Rn,Rm) modelliert
auf das Vektorb̈undelSq(T

∗Rn) ⊗ TRm.

In noch einmal einer anderen Sprache nimmt diese wichtige Strukturaussage folgende
Form an. Wenn wir eine Koordinatentransformationy = φ(x,u) undv = ψ(x,u) zu neuen
unabhängigen und abhängigen Variablen vornehmen, so läßt sich das Transformationsver-
halten der Ableitungen leicht mittels der Kettenregel bestimmen. Man erhält dabei für die
Ableitungenv(q) der Ordnungq ein bezüglich der Ableitungen niedrigerer Ordnung affi-

nes Transformationsgesetzv(q) = A(x,u)u(q) +b(x,u(q−1)), wobeiA,b für komplizierte
Ausdrücke ihrer Argumente stehen.

Geometrisch bedeutet Satz 16, daß wir den TangentialraumTA an die Fasern der Projek-
tion πq

q−1 mit Elementen eines symmetrischen Produkts identifizierenkönnen; man spricht
auch von derfundamentalen Identifikation. In lokalen Koordinaten kann wiederum ein sym-
metrisches Produkt mit einem Polynomring identifiziert werden. Diese Beobachtung erlaubt
uns, zwischen geometrischen Objekten (Tangentialvektoren) und algebraischen Objekten
(homogenen Polynomen) hin und her zu wechseln. Wir bleiben aber zunächst noch auf der
geometrischen Seite.

SeiRq ⊆ Jq(Rn,Rm) eine Differentialgleichung. Wenn wir in einem Punktρ ∈ Rq

den TangentialraumTρRq betrachten, dann zeichnet die Projektionπq
q−1 : Jq(Rn,Rm) →

Jq−1(Rn,Rm) die dazu vertikalen Vektoren aus: dies sind diejenigen Vektoren, die zusätz-
lich zu der FaserA überρ̂ = πq

q−1(ρ) tangential sind. Man überzeugt sich leicht davon, daß
die vertikalen Vektoren einen Untervektorraum(Nq)ρ ⊆ TρRq bilden.

Definition 17 Dasgeometrische SymbolNq der DifferentialgleichungRq ⊆ Jq(Rn,Rm)

ist der zu der Projektionπq
q−1 vertikale Anteil des TangentialraumsTRq.

14 Dies stellt nicht einmal eine Einschränkung dar, da sich mittels eines auf Drach zurückgehenden Tricks
jede Differentialgleichung mitm abhängigen Variablen in eine äquivalente Gleichung mit nur einer unbe-
kannten Funktion umschreiben läßt [32, App. A.3]. Allerdings erhöht sich dabei die Ordnung um eins.
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In lokalen Koordinaten erhalten wir folgendes Bild des geometrischen Symbols. Ein
Tangentialvektorv ∈ TρJq(Rn,Rm) an einem Punktρ ∈ Jq(Rn,Rm) ist von der Form

v =

n
X

i=1

ẋi∂xi +

m
X

α=1

q
X

|µ|=0

u̇α,µ∂uα,µ (30)

mit Koeffizientenẋi, u̇α,µ ∈ R. Der Tangentialvektorv steht genau dann vertikal zur Pro-
jektion πq

q−1, wenn ausschließlich Koeffizienteṅuα,µ mit |µ| = q von Null verschieden

sind. Die DifferentialgleichungRq sei nun beschrieben durch das SystemF(x,u(q)) = 0.
An einem Punktρ ∈ Rq ist der Vektorv genau dann tangential zuRq, wenn seine Koeffizi-
enten das lineare GleichungssystemdF(v) = 0 oder ausgeschrieben

n
X

i=1

∂F

∂xi
(ρ)ẋi +

m
X

α=1

q
X

|µ|=0

∂F

∂uα,µ
(ρ)u̇α,µ = 0 (31)

erfüllen. Da nach obiger Definition das geometrische Symbol (Nq)ρ im Punktρ der ver-
tikale Anteil des TangentialraumsTρRq ist, besteht es also aus allen Tangentialvektoren
v =

Pm
α=1

P

|µ|=q u̇α,µ∂uα,µ , deren Koeffizienten dieSymbolgleichungen

m
X

α=1

X

|µ|=q

∂F

∂uα,µ
(ρ)u̇α,µ = 0 (32)

lösen. Dieses homogene lineare Gleichungssystem besitzteine Zeile für jede Differential-
gleichung in unserem System und eine Spalte für jede Ableitunguα,µ der Ordnungq. Die
zugehörige Matrix nennen wirSymbolmatrixMq(ρ). Im Prinzip müssen wir davon ausge-
hen, daß die Eigenschaften von (32) wesentlich von dem gewählten Punktρ abhängen. Wir
werden dies im Folgenden jedoch vernachlässigen und dahermeistens auf die explizite An-
gabe vonρ verzichten.

Man kann diese Konstruktion in Worten auch so beschreiben. Zunächst wird die im all-
gemeinen nichtlineare DifferentialgleichungRq um einen Punktρ ∈ Rq linearisiert, dann
wird von dem erhaltenen linearen System der sogenannte Hauptteil, also der Teil mit den
Ableitungen höchster Ordnung, genommen und als ein lineares System algebraischer Glei-
chungen betrachtet. Die Koeffizientenmatrix dieses Systems ist dann die Symbolmatrix.

Beispiel 18Wir betrachten erneut die planarenU(1)-Yang-Mills-Gleichungen (8). Wenn
wir die sechs Ableitungen zweiter Ordnung sortieren alsutt, vtt, uxt, vxt, uxx, vxx, dann
erhalten wir als Symbolmatrix

M2 =

„

0 1 −1 0 0 0

0 0 0 1 −1 0

«

. (33)

Also ist das geometrische SymbolN2 der reelle Vektorraum, der von den vier Tangential-
vektoren∂utt , ∂vtt + ∂uxt , ∂vxt + ∂uxx , ∂vxx erzeugt wird.

Da wir hier es bereits mit einem linearen System zu tun haben,ist keine Linearisierung
nötig, und da das System keine Terme niedrigerer Ordnung enthält, stimmt es mit seinem
Hauptteil überein. Wir haben hier also den seltenen Spezialfall vorliegen, daß die Symbol-
matrix mit der Koeffizientenmatrix des Ausgangssystems übereinstimmt.
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Anmerkung 19Wenn wir die DifferentialgleichungRq prolongieren, dann besitzt auch jede
der erhaltenen GleichungenRq+r ein SymbolNq+r; offensichtlich wachsen die Dimensio-
nen der zugehörigen SymbolmatrizenMq+r dabei sehr schnell an. Fürr > 0 sind uns die-
se Matrizen bereits bei der Konstruktion von Potenzreihenlösungen begegnet. Dort haben
wir z.B. (26) als ein inhomogenes lineares Gleichungssystem für die Taylor-Koeffizienten
a(q+1) der Ordnungq + 1 interpretiert. Man sieht leicht, daß die Koeffizientenmatrix dieses
Systems gerade die SymbolmatrixMq+1 ist (bei geeigneter Wahl des Punktesρ1 ∈ Rq+1,
an dem wir das SymbolNq+1 bestimmen). Allgemein ergeben sich die Taylor-Koeffizienten
a(q+r) der Ordnungq + r stets als Lösung eines inhomogenen linearen Gleichungssystems,
dessen Koeffizientenmatrix gerade die SymbolmatrixMq+r ist.

Diese Beobachtung bedeutet aber, daß die (Vektorraum-)DimensiondimNq+r des pro-
longierten SymbolsNq+r gerade die Anzahl der frei wählbaren Taylor-Koeffizientender
Ordnungq + r angibt, und motiviert damit folgende Definition, in der wir einen bekannten
Begriff aus der Kommutativen Algebra auf Differentialgleichungen übertragen.

Definition 20 SeiRq ⊆ Jq(Rn,Rm) eine formal integrable Differentialgleichung. Dann
heißtH : N→ N definiert durchH(q + r) = dimNq+r die Hilbert-FunktionvonRq.

Wir betrachten damit nur die Ordnungen abq. Da uns später vorwiegend das asym-
ptotische Verhalten der Hilbert-Funktion fürr → ∞ interessieren wird, reicht dies für un-
sere Zwecke aus. Ein größeres Problem stellt die Frage nachder Berechnung der Hilbert-
Funktion dar, da wir natürlich nicht für aller ≫ 0 das SymbolNq+r bestimmen können.
Hier benötigen wir nun Methoden aus der Algebra.

Die Grundidee besteht darin, dem SymbolNq der DifferentialgleichungRq einen Unter-
modulU des freien ModulsPm über dem PolynomringP = R[χ1, . . . , χn] zuzuordnen,15

das gleichzeitig auch alle relevanten Informationen überdie prolongierten SymboleNq+r

enthält (im Fallm = 1 erhalten wir natürlich einfach ein IdealI ⊆ P). Der Ausgangspunkt
sind die Symbolgleichungen (32). Wenn wie üblich{e1, . . . , em} die Standardbasis desPm

bezeichnet, dann assoziieren wir zu derkten Gleichung in (32) den Polynomvektor

fk =
m
X

α=1

“

X

|µ|=q

∂Fk

∂uα,µ
(ρ)χµ

”

eα (34)

(d.h. wir ersetzen die Variablėuα,µ durchχµeα). Man kann zeigen, daß dies genau der
oben angesprochenen fundamentalen Identifikation entspricht. Jede Komponente vonfk ist
ein homogenes Polynom vom Gradq und wir nennen den von diesen Polynomvektoren
erzeugten UntermodulU = 〈f1, . . . , fp〉 denSymbolmodulvon Rq. Man beachte, daß die
Definition von fk in lokalen Koordinaten erfolgt und daß wir daher eigentlichnoch die
Abhängigkeit unserer Ergebnisse von den gewählten Koordinaten untersuchen müßten. Wir
werden auf diesen Punkt aber nur kurz am Ende dieses Abschnitts eingehen.

Wie oben erklärt, wird die prolongierte DifferentialgleichungRq+1 definiert durch die
GleichungenF = 0 und DiF = 0; für das prolongierte SymbolNq+1 sind dabei nur
letztere relevant. Man überzeugt sich leicht davon, daß die zuDiFk = 0 gehörende Sym-
bolgleichung zu dem Polynomvektorχifk führt. Entsprechendes gilt für höhere Prolonga-
tionen: alle Informationen überNq+r sind bereits in der homogenen KomponenteUq+r

enthalten. Damit können wir anstelle der unendlichen Folge von Vektorräumen(Nq+r)r≥0

15 Wenn wir in unserer Differentialgleichung die unabhängigen Variablen mitx, y, z, . . . anstelle der indi-
zierten Formx1, . . . , xn bezeichnen, dann schreiben wir für die Variablen vonP auchχx, χy, χz, . . .
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den endlich erzeugten polynomialen ModulU ⊆ Pm studieren.16 Dieser Modul enthält
viele Informationen über die DifferentialgleichungRq. Insbesondere stimmt seine Hilbert-
Funktion (genauer: die des FaktormodulsPm/U) mit der vonRq überein. Die Berechnung
der Hilbert-Funktion eines polynomialen Moduls stellt einklassisches Problem der Kommu-
tativen Algebra dar und kann z.B. mit Hilfe von Gröbner-Basen gelöst werden [8]. Als eine
weitere Anwendung sollte noch erwähnt werden, daß die Syzygien vonU relevant sind für
die explizite Konstruktion von Integrabilitätsbedingungen mittels verallgemeinerter̈Uber-
kreuzableitungen (siehe [32, Remark 7.1.12]). Die Syzygientheorie polynomialer Moduln
erlaubt dann auch die Formulierung eines effektiven Kriteriums für formale Integrabilität.

Wenn man die Polynomvektorenfk als Zeilen einer Matrix betrachtet, dann erhält man
dasHauptsymbolTq [χ] der DifferentialgleichungRq. Bei einem System ausp Differential-
gleichungen istTq [χ] eine(p × m)-Matrix: es gibt eine Zeile für jede Gleichung und eine
Spalte für jede unbekannte Funktionuα. Wenn wir das HauptsymbolTq [χ] mit der Sym-
bolmatrixMq vergleichen, dann entsteht ersteres aus letzterer durch eine Art

”
Kontraktion“:

die Spalte, die inTq[χ] zu dem Indexα gehört, ist eine Linearkombination all der Spalten,
die in Mq zu Variablenu̇α,µ gehören, mitχµ als Koeffizienten. Beide Symbole enthalten
also dieselbe Information – nur unterschiedlich kodiert.

Beispiel 21Wir setzen unsere in Beispiel 18 begonnene Betrachtung des Symbols der Yang-
Mills-Gleichungen (8) fort. Das Hauptsymbol ist hier die(2 × 2)-Matrix

T2[χt, χx] =

„

−χtχx χ2
t

−χ2
x χtχx

«

. (35)

Man sieht hier sehr gut, wie die erste Spalte hier kodiert, welche Ableitungen zweiter Ord-
nung vonu auftreten, und entsprechend die zweite Spalte fürv.

Entscheidend für die spätere Klassifikation der Yang-Mills-Gleichungen als unterbe-
stimmt ist die Beobachtung, daß die Zeilen dieser Matrix linear abhängig sind und damit
das Einsetzen beliebiger Werte fürχt undχx nie zu einer injektiven reellen Matrix führen
kann. In der Tat istχx mal die erste Zeile geradeχt mal die zweite Zeile. Dahinter versteckt
sich natürlich der Erzeugerχxe1 − χte2 des Syzygienmoduls der Zeilen vonT2[χt, χx]

bzw. die Tatsache, daß in den Yang-Mills-Gleichungen potentiell eine Integrabilitätsbedin-
gung versteckt sein könnte, die wir erhalten, wenn wir die erste Gleichung nachx, die zweite
nacht ableiten und dann die Differenz nehmen.17

Anmerkung 22Aus geometrischer Sicht sollte man die
”
Variablen“ χ als die Komponen-

ten einer Einsformχ =
Pn

i=1 χidxi auffassen und kann dann auch das Hauptsymbol als
ein intrinsisches Objekt definieren. Uns geht es aber hier darum, zu algebraischen Objekten
(insbesondere zu Polynomen) überzugehen, was die Wahl eines konkreten Koordinatensy-
stems voraussetzt. Die geometrische Interpretation vonχ wird dann wichtig, wenn man
den Effekt von Koordinatentransformationenx̃ = φ(x) studieren möchte. Schreibt man
χ =

Pn
i=1 χ̃idx̃i in den neuen Koordinaten, dann gilt bekanntlich

χi =

n
X

j=1

χ̃j

∂φj

∂xi
. (36)

16 Mathematisch steckt dahinter die Tatsache, daß man die prolongierten SymboleNq+r als homogene
Komponenten einesKomodulsN über der polynomialenKoalgebra betrachten kann. Der SymbolmodulU

kann dann mit dem AnnulatorN 0 identifiziert werden. Diese Sichtweise wurde in [20] eingeführt; mehr
Details sind in [30] und [32, Chapt. 7] zu finden.

17 Da diese Rechnung trivialerweise Null liefert, sind die Yang-Mills-Gleichungen formal integrabel. Wenn
wir aber Terme niedrigerer Ordnung hinzufügen, dann erhalten wir ein System, das immer noch dasselbe
Hauptsymbol besitzt, aber im allgemeinen nicht mehr formalintegrabel ist.
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Man rechnet leicht nach, daß das Einsetzen dieser Transformationsgleichungen in das Haupt-
symbol dieselbe Matrix liefert wie eine direkte Berechnungdes Hauptsymbols aus der trans-
formierten Differentialgleichung.

Unsere bisherige Diskussion der Symbole scheint von den gewählten Koordinatenx
bzw.u abzuhängen. Man kann aber zeigen, daß man nach einergenerischenKoordinaten-
transformation immer dasselbe Ergebnis erhält; nur in speziellen,

”
schlechten“ Koordinaten

bekommt man falsche Resultate (man spricht von dem Problem der δ-Regulariẗat des Ko-
ordinatensystems, einer Verallgemeinerung des klassischen Charakteristikenbegriffs). Ver-
fahren für eine effektive Konstruktion

”
guter“ Koordinaten werden in [9,10] diskutiert. Eine

intrinsische Behandlung der Symbole ist mittels homologischer Algebra möglich: auf der
Ebene des geometrischen Symbols führt dies zurSpencer-Kohomologie[33], auf der Ebene
des Hauptsymbols zur dualenKoszul-Homologie. Für Details verweisen wir auf [30] und
[32, Chapt. 6] sowie die dort angegebenen Referenzen.

9 Unter- und Überbestimmte Differentialgleichungen

Nun setzen wir endlich die eingeführte Theorie ein, um eineformale Definition der Begriffe
unter-, wohl- bzw. überbestimmt formulieren. Dazu benutzen wir das HauptsymbolTq[χ]

und betrachten es als eine durchχ ∈ Rn parametrisierte reelle Matrix. Unsere Klassifikation
beruht darauf, wie deren Eigenschaften vonχ abhängen. Wichtig ist hierbei, daß unsere De-
finition voraussetzt, daß eine formal integrable Differentialgleichung vorliegt. Andernfalls
kann es passieren, daß nur durch Hinzufügen einer versteckten Integrabilitätsbedingung eine
scheinbar unterbestimmte Gleichung plötzlich überbestimmt wird.

Definition 23 Die formal integrable DifferentialgleichungRq ⊆ Jq(Rn,Rm), heißtun-
terbestimmt, wenn es keinen Vektorχ ∈ Rn gibt, so daßTq [χ] eine injektive Abbildung
definiert.Rq ist wohlbestimmt, wenn es einen Vektorχ ∈ Rn gibt, für denTq [χ] eine
bijektive Abbildung definiert. In allen anderen Fällen istRq überbestimmt.

Definition 23 ist zunächst überhaupt nicht intuitiv, aberwir werden im Rest dieses Ab-
schnitts zeigen, daß sie in der Tat zu den erwarteten Ergebnissen führt. Sie enthält außerdem
ein gewisses Maß an Konvention: wie das nächste Beispiel zeigt, geben wir Unterbestimmt-
heit Priorität gegenüber̈Uberbestimmtheit, was man auch anders machen könnte. Wir wol-
len dadurch erreichen, daß jede Gleichung, bei der es frei w¨ahlbare Lösungskomponenten
gibt, als unterbestimmt klassifiziert wird.

Beispiel 24Wir betrachten die partielle DifferentialgleichungR1 ⊂ J1(R2,R3) gegeben
durch das System

ux + vt = 0 , wx = 0 , wt = 0 . (37)

Offensichtlich zerfällt dieses System in zwei unabhängige Teilsysteme, nämlich zum einen
die Gleichungux − vt = 0 und zum anderen in das Systemwx = wt = 0. Ersteres ist
offensichtlich unterbestimmt, da entwederu oderv beliebig gewählt werden kann, während
letzteres sicherlich als überbestimmt betrachtet werdenmuß. Es stellt sich nun die Frage,
wie das Gesamtsystem klassifiziert werden sollte. Darauf gibt es keine eindeutige intuitive
Antwort; Definition 23 zählt die GleichungR1 zu den unterbestimmten Systemen.

In der Tat ist das Hauptsymbol von (37) die(3 × 3)-Matrix

T1[χx, χt] =

0

@

χx χt 0

0 0 χx

0 0 χt

1

A (38)
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und es ist leicht zu sehen, daß fürχ 6= 0 der Rang des Hauptsymbols immer2 ist. Damit
kann es nie eine injektive Abbildung definieren und die Gleichung ist unterbestimmt.

Betrachten wir noch die beiden oben angesprochenen Teilsysteme. Da sie entkoppelt
sind, können wir sie als Untermannigfaltigkeiten vonJ1(R2,R2) bzw. vonJ1(R2,R1).
Als Hauptsymbole erhalten wir dann

`

χx χt

´

bzw.
„

χx

χt

«

. (39)

Schon aus Dimensionsgründen ist klar, daß die erste Matrixunabhängig von der Wahl von
χx undχt nie eine injektive Abbildung definieren kann. Also ist das erste Teilsystem unter-
bestimmt. Genauso leicht sieht man, daß die zweite Matrix zwar für jede Wahlχ 6= 0 eine
injektive Abbildung, aber nie eine bijektive Abbildung definiert.

Die Behandlung der beiden Teilsysteme in diesem Beispiel zeigt, daß wir in den klassi-
schen Fällen die bekannten Ergebnisse reproduzieren. Wenn ein System weniger Gleichun-
gen als unbekannte Funktionen enthält, dann ist das Hauptsymbol eine Matrix mit weniger
Zeilen als Spalten und kann damit nie eine injektive Abbildung definieren. Bei mehr Glei-
chungen als unbekannten Funktionen besitzt das Hauptsymbol mehr Zeilen als Spalten. Falls
die Spalten linear abhängig sind, ist das System trotzdem unterbestimmt. Andernfalls erhal-
ten wir für alleχ 6= 0 eine injektive, aber für keinχ eine bijektive Abbildung, so daß das
System überbestimmt ist.

Ein quadratisches System, also ein System mit genau so vielen Gleichungen wie unbe-
kannten Funktionen kann nie überbestimmt sein. Denn bekanntlich folgt für eine quadrati-
sche Matrix aus der Injektivität sofort die Bijektivität. Der wohlbestimmte Fall wird durch
den nachfolgenden Satz, der schon in Abschnitt 4 angesprochen wurde, noch einmal genau-
er charakterisiert. Hier sehen wir auch implizit den klassischen Begriff einerCharakteristik
auftauchen. In Rahmen der formalen Theorie heißtχ 6= 0 charakteristisch, wenn das Haupt-
symbolT [χ] keine injektive Abbildung liefert. Der angegebene Beweis zeigt auf, daß diese
Definition die klassische Idee einer Charakteristik als einer Richtung, bei der wir nicht nach
allen zugehörigen ersten Ableitungen auflösen können, wiederspiegelt.

Satz 25 Eine DifferentialgleichungR1 erster Ordnung ist genau dann wohlbestimmt, wenn
sie durch eine Koordinatentransformation auf die Cauchy-Kovalevskaya-Form (3) gebracht
werden kann.

BeweisWenn ein System in der Cauchy-Kovalevskaya-Form (3) vorliegt und damit eine
ausgezeichnete unabhängige Variablet besitzt, dann wählen wir den Vektorχ so, daßχt = 1

und alle anderen Komponenten verschwinden. Aus der Cauchy-Kovalevskaya-Form folgt
sofort, daß für diese Wahl vonχ das Hauptsymbol gerade die Einheitsmatrix ist und damit
trivialerweise eine bijektive Abbildung definiert.

Für die umgekehrte Richtung müssen wir auf die in Anmerkung 22 angesprochene Inter-
pretation vonχ als den Komponenten einer Einsform zurückkommen. Nach Definition eines
wohlbestimmten Systems muß ein Vektorχ existieren, so daß das Hauptsymbol bijektiv ist.
Wir führen nun eine Koordinatentransformation durch, so daßχ übergeht in einen Vektor,
bei dem eine Komponente den Wert1 hat und alle anderen Komponenten verschwinden.
Wenn wir die (neue) Variable, die der ausgezeichneten Komponente entspricht,t nennen,
dann kann unser System in den neuen Koordinaten durch algebraische Umformungen auf
Cauchy-Kovalevskaya-Form gebracht werden. ⊓⊔
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Wir wollen nun Definition 23 wieder etwas anschaulicher machen. Dabei ist unsere
Grundidee, den Lösungsraum mit frei wählbaren Funktionen zu parametrisieren. Gerade bei
partiellen Differentialgleichungen wird es ja nur selten möglich sein, alle Lösungen durch
endlich viele Konstanten auszudrücken. Im Prinzip könnte man nun ein formal korrekt ge-
stelltes Anfangswertproblem formulieren und sehen, wie viele frei wählbare Anfangsbedin-
gungen darin auftreten. So würden wir in Beispiel 6 sagen, daß sich der Lösungsraum durch
Angabe einer Funktion einer Variablen und einer Konstantenparametrisieren läßt. Damit
ist der Lösungsraum der Differentialgleichung (9) größer als bei einer Gleichung ohne freie
Funktionen, aber kleiner als bei einer Gleichung, bei der zwei Funktionen einer Variablen
oder gar Funktionen zweier oder mehr Variablen auftreten.

Jetzt machen wir es uns etwas einfacher und nehmen an, daß sich die allgemeine Lösung
(eigentlich auch ein notorisch schwierig zu präzisierender Begriff – siehe [32, Sect. 8.1] für
eine Diskussion) der DifferentialgleichungRq schreiben läßt in der Form

u(x) = Ψ
“

. . . , fλ

`

φ1(x), . . . , φk(x)
´

, . . .
”

. (40)

Hierbei stehtfλ für die frei wählbare Funktionen, währendΨ und die Argumenteφj fest
gewählte Ausdrücke sind, die im Falle derφj auch noch linear sein müssen. Die gezeig-
te Funktionfλ hängt vonk Argumenten ab. Als anschaulicheres Maß für die Größe des
Lösungsraums kann man jetzt zählen, wie viele freie Funktionen mit wie vielen Argumen-
ten in (40) auftreten. Die maximale Anzahl von Argumenten bei den freien Funktionen heißt
dasCartan-Geschlechtd der Differentialgleichung; die Anzahl der freien Funktionen mitd
Argumenten ist derAllgemeinheitsgrade. Offensichtlich ist der Lösungsraum umso größer,
je größerd unde sind, da diese die dominanten Terme angeben.

Das erste Problem mit diesem Zugang liegt in der Existenz einer Lösungsdarstellung
der Form (40), die nur für Systeme erster Ordnung garantiert werden kann. Für allgemei-
nere Systeme muß man noch Ableitungen oder Integrale der Funktionenfλ zulassen, was
die Analyse weiter verkompliziert, und selbst dann existiert nicht immer eine solche Dar-
stellung, wie ein berühmtes Beispiel von Hilbert [11] zeigt. Das zweite Problem ist die
Nichteindeutigkeit solcher Darstellungen (die ja auch für formal korrekt gestellte Anfangs-
wertprobleme gilt), wenn sie existieren. Wir wollen hier aber diese Fragen ignorieren – eine
genauere Diskussion ist in [28] oder [32, Chapter 8] zu finden– und bemerken nur, daß
man zeigen kann, daß die Zahlend unde trotzdem wohldefiniert sind (während dies für die
Anzahl der Funktionenfλ mit weniger alsd Argumenten nicht mehr gilt). Aus unserer bis-
herigen Diskussion kann man nun leicht folgende Charakterisierung von unter-, wohl- und
überbestimmten Systemen ableiten.

Satz 26 SeiRq ⊆ Jq(Rn,Rm) eine Differentialgleichung der Ordnungq in n unabḧangi-
gen undm abḧangigen Variablen mit Cartan-Geschlechtd und Allgemeinheitsgrade. Die
GleichungRq ist genau dann unterbestimmt, wennd = n. Sie ist genau dann wohlbestimmt,
wennd = n− 1 unde = mq. Wenn die Gleichung̈uberbestimmt ist, gilt entwederd < n− 1

odere < mq.

Die oben erwähnten Probleme dieses anschaulichen Zugangslassen sich vermeiden,
in dem man auf die in Abschnitt 8 definierte Hilbert-Funktionzurückgreift. Zugleich läßt
sich damit noch ein weiteres Problem lösen, nämlich die effektive Berechnung des Cartan-
Geschlechtsd und des Allgemeinheitsgradse. Wie schon in Anmerkung 19 erwähnt, lie-
fert die Dimension des prolongierten SymbolsNq+r gerade die Anzahl der parametrischen
Taylor-Koeffizienten der Ordnungq + r in der formalen Potenzreihenlösung der Differen-
tialgleichungRq. Mit anderen Worten: die Hilbert-FunktionH mißt auch die Größe des
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formalen Lösungsraums – allerdings auf eine etwas abstraktere Art und Weise als das einfa-
che Zählen frei wählbarer Funktionen.

Die Anzahl der Taylor-Koeffizienten der Ordnungq einer Funktion vonk Argumenten
ist durch einen Binomialkoeffizienten gegeben. Man kann nunleicht ausrechnen, wie vie-
le freie Taylor-Koeffizienten in (40) in jeder Ordnung auftreten, und das Ergebnis mit der
Hilbert-FunktionH der Differentialgleichung vergleichen. Ein bekannter Satz der Kommu-
tativen Algebra besagt nun, daß für große Werte vonr die Hilbert-FunktionH(q + r) durch
ein Polynomh(q + r) mit rationalen Koeffizienten beschrieben werden kann. Auchdieses
Hilbert-Polynomkann für polynomiale Moduln leicht explizit berechnet werden und obiger
Vergleich liefert nach einiger Rechnerei folgendes Ergebnis, das noch einmal bestätigt, daß
die Zahlend unde in der Tat intrinsisch definiert sind.18

Satz 27 Die DifferentialgleichungRq habe das Hilbert-Polynomh. Wenn sichh schreiben
läßt alsh(q + r) = c

ℓ!r
ℓ + · · · , wobei die Punkte für Terme niedrigeren Grades stehen, dann

gilt für das Cartan-Geschlechtd = ℓ und den Allgemeinheitsgrade = c.

Wenn wir wieder den FaktormodulM = Pm/U des SymbolmodulsU aus dem letzten
Abschnitt betrachten, dann können wir dieses Theorem in der Sprache der Kommutativen
Algebra wie folgt ausdrücken: das Cartan-Geschlecht ist geradedimM + 1 und der Allge-
meinheitsgrad ist die Multiplizität vonM.

Beispiel 28Wir wenden diesëUberlegungen auf einige der Differentialgleichungen an, die
wir bereits in Abschnitt 4 betrachtet haben. Das Hauptsymbol der Maxwell-Gleichungen ist
die folgende(8 × 6)-Matrix:

T1[χ] =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

0 −χy 0 χz χt 0

0 χx χt 0 0 −χz

χt 0 0 −χx 0 χy

χy 0 −χz 0 0 χt

−χx 0 0 χt χz 0

0 χt χx 0 −χy 0

χz 0 χy 0 χx 0

0 χz 0 χy 0 χx

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

. (41)

Dabei haben wir die Spalten wie folgt geordnet: zuerst kommen diez-Komponenten vonE
undB, dann diey-Komponenten und zum Schluß diex-Komponenten. Ein bißchen Rech-
nerei liefert das zugehörige Hilbert-Polynom:

h(1 + r) = 2r2 + 12r + 16 . (42)

Damit erhalten wir nach Satz 27 für das Cartan-Geschlechtd = 3 und für den Allgemein-
heitsgrade = 4. Wenn wir dies mit der Anzahln = 4 der unabhängigen bzw.m = 6

der abhängigen Variablen vergleichen, dann sehen wir, daßzwar das Cartan-Geschlecht den

”
richtigen“ Wertd = n − 1 besitzt, aber der Allgemeinheitsgrade ist zu klein für ein wohl-

bestimmtes System. Wir haben es also in der Tat mit einem überbestimmten System zu tun.
Bei den Maxwell-Gleichungen kann man leicht ausrechnen, daß sich die allgemeine

Lösung durch4 Funktionen von3 Variablen sowie durch2 Funktionen von2 Variablen

18 Wenn man wirklich alle Probleme mit Lösungsdarstellungender Form (40) vermeiden will, dann wird
man Satz 27 für dieDefinition des Cartan-Geschlechts bzw. des Allgemeinheitsgrads benutzen und die Ab-
leitung von Satz 27 für die einfachen Fälle, in denen die Existenz einer solchen Darstellung garantiert werden
kann, als Motivation dieser Definition ansehen.
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parametrisieren läßt. Diese Zahlen besitzen eine natürliche Interpretation über ein formal
korrekt gestelltes Anfangswertproblem. Wenn wir die Divergenzgleichungen (7b) jeweils
nach derz-Ableitung auflösen, dann können wir diex- und diey-Komponente beider Felder
für t = 0, die z-Komponenten aber nur fürt = z = 0 vorschreiben, d.h. nicht im ganzen
Raum. Damit bestehen die Cauchy-Daten aber genau aus4 Funktionen von3 Variablen
sowie aus2 Funktionen von2 Variablen.

Bei den inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen (5) erhalten wir mitn = m = 4

die Werted = e = 3, so daß es sich um ein überbestimmtes System handelt, da wirnur drei
der vier unbekannten Funktionen fürz = 0 vorgeben können.19 Wieder finden wir also das
erwartete Cartan-Geschlechtd = n − 1 = 3, aber einen zu niedrigen Allgemeinheitsgrad.
In der Tat ergeben die meisten überbestimmten Systeme aus der Praxis ähnliche Resultate,
da ein System schon ziemlich stark überbestimmt sein muß, um zu einem kleineren Cartan-
Geschlecht zu führen.20

Bei den Yang-Mills-Gleichungen (8) in der Ebene giltn = m = 2 und und das zu-
gehörige Hilbert-Polynom liefertd = 2 und e = 1. Damit handelt es sich also um ein
unterbestimmtes System. Hier kann man auch leicht den Allgemeinheitsgrade auf der Basis
unserer Diskussion in Beispiel 5 erklären. Dort haben wir gesehen, daß die Unterbestimmt-
heit von derU(1)-Eichsymmetrie herrührt, die durch eine FunktionΛ(x, t) parametrisiert
wird, unde gibt genau die Anzahl dieser

”
Eichparameter“ wieder. Dieser Zusammenhang

zwischen Allgemeinheitsgrad und Eichsymmetrien wird in [29] ausführlicher diskutiert (sie-
he auch [32, Sect. 8.3]). Dort wird auch gezeigt, wie man die Ergebnisse für die Yang-Mills-
bzw. für die Maxwell-Gleichungen formal verknüpfen kann, da letztere eine eichinvariante
Form der ersteren darstellen.

10 Zusammenfassung

Wir haben anhand einfacher Beispiele aufgezeigt, daß bei allgemeinen Systeme von Dif-
ferentialgleichungen eine Reihe von Phänomenen auftreten, die in vielen klassischen Lehr-
büchern ignoriert werden, da diese sich rein auf wohlbestimmte Systeme beschränken (ohne
aber diese Einschränkung zu thematisieren). Es zeigte sich, daß eine mathematisch befrie-
digende Definition der Begriffe unter- bzw. überbestimmt nicht so einfach möglich ist. Ein
erstes Problem liegt darin, daß allgemeine Systeme in der Regel zunächst nicht unbedingt in
formal integrabler (oder gar involutiver) Form vorliegen,so daß zunächst eine Vervollständi-
gung durchgeführt werden muß, um alle versteckten Integrabilitätsbedingungen zu finden.
Für partielle Differentialgleichungen ist es jedoch nicht trivial zu beweisen, daß immer eine
endliche Vervollständigung möglich ist. Wir haben hier eine Kombination aus geometri-
scher und algebraischer Theorie angerissen, die es ermöglicht, effektive Algorithmen zu
entwickeln und deren Terminierung zu zeigen.

19 Aus formaler Sicht müssen wir die Navier-Stokes-Gleichungen eigentlich als System zweiter Ordnung
behandeln, so daß für ein wohlbestimmtes System sogare = 8 gelten müßte. Aber selbst wenn wir den
Diffusionsterm in (5) weglassen – also zu den Euler-Gleichungen übergehen –, um ein System erster Ordnung
zu erhalten, bleibt es bei der̈Uberbestimmtheit. Außerdem können wir für die Navier-Stokes-Gleichungen
aufgrund ihres parabolischen Charakters nur ein formales Anfangswertproblem mit der

”
Zeit“ z betrachten.

20 Wenn dies der Fall ist, dann hat man es meistens mit dem entgegengesetzten Extrem zu tun, nämlich
einemmaximal überbestimmtenSystem mitd = 0. Man spricht hier auch vonSystemen vom endlichen Typ,
da ihr formaler Lösungsraum endlich-dimensional ist. Solche Systeme treten vor allem bei inversen Proble-
men oder aber in differentialgeometrischen Anwendungen auf, da sie als ein (Ehresmann-)Zusammenhang
auf einer gefaserten Mannigfaltigkeit interpretiert werden können.
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Für verschiedene Sätze mußten wir den stärkeren Begriffeines involutiven Systems her-
anziehen, den wir aber hier nicht definieren konnten. Wir wollen hier nur erwähnen, daß
es hierbei um weitere algebraische Eigenschaften des Symbolmoduls (insbesondere des-
sen Koszul-Homologie) geht. Wenn eine DifferentialgleichungRq formal integrabel, aber
noch nicht involutiv ist, dann kann man zeigen, daß nach endlich vielen Prolongationen ei-
ne äquivalente involutive GleichungRq+r vorliegt. Etwas überraschend stellt sich heraus,
daß es mittels des sogenannten Cartan-Tests leichter fällt, Involution anstelle von formaler
Integrabilität effektiv nachzuweisen. Von der praktischen Seite her ist Involution wichtig
für den Beweis von Eindeutigkeitsaussagen oder die Formulierung formal korrekt gestellter
Anfangswertprobleme.

Begriffe wie unter- oder überbestimmt beziehen sich in natürlicher Weise auf die Größe
des Lösungsraums. Ein zweites Problem ist nun, daß bei Differentialgleichungen dieser aber
von dem betrachteten Funktionenraum und dem benutzten Lösungsbegriff (sind auch ir-
gendwelche Formen schwacher Lösungen zulässig?) abhängt. Hier haben wir es uns leicht
gemacht und uns auf den formalen Lösungsraum zurückgezogen, dessen Größe sich dann
auf der Basis unserer geometrisch-algebraischen Techniken mit Standardverfahren wie Hilbert-
Funktionen erfassen läßt. Dadurch konnte unsere sehr technische und unanschauliche Defi-
nition unter- bzw. überbestimmter Systeme wieder mit intuitiven Vorstellungen inÜberein-
stimmung gebracht werden.

Wir haben hier die Frage nach einer strengen Definition unter- bzw. überbestimmter Sy-
steme als Motivation benutzt, um Konzepte der formalen Theorie zu erläutern. Man kann
sich über den praktischen Wert einer solchen Definition sicherlich streiten; daß es sich hier-
bei nicht nur um

”
Spielchen“ handelt, zeigt die Tatsache, daß Einstein sich viele Jahre mit

solchen Fragen beschäftigt hat. So ließ er sich um 1930 in seinem Briefwechsel [2] mit
Cartan dessen Theorie involutiver Systeme erläutern (ohne sie allerdings zu benutzen) und
entwickelte dann Mitte der fünfziger Jahre in einem Anhangvon [5] sein eigenes Maß für die
Größe des formalen Lösungsraums, die sogenannte Stärkeeiner Differentialgleichung. Die-
se besitzt zwar nicht dieselbe Aussagekraft wie der Cartansche Zugang, berücksichtigt dafür
aber den Effekt von Eichsymmetrien (siehe [28] für einen Vergleich der beiden Ansätze).

Zum Abschluß wollen wir noch betonen, daß die hier vorgestellten geometrischen und
algebraischen Methoden zur Analyse von Differentialgleichungen nicht in Konkurrenz zu
den verbreiteten funktionalanalytischen Techniken stehen, sondern diese komplementieren.
So erleichtert eine Vervollständigung eigentlich immer eine nachfolgende funktionalana-
lytische Untersuchung. Z.B. konnte in [17] gezeigt werden,daß viele Probleme mit dem
Begriff der Elliptizität für nicht-normale Systeme einfach daher rühren, daß versteckte In-
tegrabilitätsbedingungen ignoriert werden (vgl. Anmerkung 2). In der Literatur werden hier
vielfach umständliche Neudefinitionen von Elliptizitätauf der Basis nicht-intrinsischer Ge-
wichte für Gleichungen und unbekannte Funktionen benutzt. Tatsächlich simulieren diese
nur (teilweise) das Ergebnis einer Vervollständigung, was aber nicht immer ausreichend ist,
um den elliptischen Charakter einer Gleichung zu erkennen.
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